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preface. 


Le Galcul des probabilites est une des branches les plus attrayantes 
des Sciences mathematiques et cependant Pune des plus negligees. 
Le beau Livre de Laplace en est peut-etre une des causes. Deux, 
opinions, en elFet, se sent formees, sans rencontrer presque de con- 
tradicleurs : on ne peut bien connaitre le Galcul des probabilites sans 
avoir lu le livre de Laplace ; on ne peut lire le livre de Laplace sans 
s’y preparer par les etudes mathematiques Jes plus profondes. 

La seconde de ces propositions est incontestable, et le Traiti 
analytique du Calcul des probabilites commence par deux cents 
pages, au moins, dans lesquelles [’exposition des theories malhema- 
tiques qui doivent servir au calcul des chances est completeinent 
independante de toute application ulterieure. Laplace, apres avoir 
trouve des methodes nouvelles, devait leur dormer la preference : les 
problemes sont choisis et les solutions proposees de maniere a mettre 
en evidence I’utilite des fonctions generatrices. 

J’ai cherche dans ce Livre, resume de Legons faites au College de 
France, a faire reposer les resultats Jes plus utiles et les plus celebres 
du Galcul des probabilites sur les demonstrations les plus simples. 
Bien peu de pages, je crois, pourront embarrasser un lecteur familier 
avec les elements de la Science malhematique. Si le sigiie f s’intro- 
duit quelquefois; il suffit presque toujours d’en connaitre la definition. 

Je me suis efForce, a Toccasion de chaque question, de marquer 
avec precision le degre de certitude des resultats et les limites neces- 
saires de la Science. La plupart des reflexions suggerees par Letude 
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approfondie des questions souvent controversees ont ete proposees 
dans un Travail degage de toute intervention des signes algebriqiies, 
imprime deja depuis plusieurs annees* II servira d’Introduction a 
Texpose complet des theories. 


LES LOIS DU HASARD. 


Comment oser parler des lois du hasard? Le hasard n’est- 
il pas I’antith^se de toute loi? En repoussant cette definition, 
je n’en proposerai aucune autre. Sur un sujet vaguement 
d^fini on pent raisonner sans equivoque. Faut-il distraire le 
chimiste de ses fourneaux pour le presser sur I’essence de la 
mati^re ? Commence-t-on I’etude du transport de la force 
par definir I’^lectricite ? 


I. 

Le mot hasard, intelligible de soi, eveille dans I’esprit 
une idee parfaitement claire. Quand un joueur de tric-trac 
jette les des, s’ils ne sont pas pipes, s’il ne sait ni ne veut 
amener aucun point plutdt qu’aucun autre, le coup est I’oeuvre 
du hasard. Les grands noms de Pascal, de Fermat, de Huy- 
gens d^corent le berceau du Calcul des hasards. On est 
injuste en oubliant Galilee. Un amateur du jeu, qui observait 
les coups est discutait les chances, lui proposa, comme cin- 
quante ans plus tard le chevalier de M^re Pascal, une 
contradiction et un doute. An jeu de passe-dix, on jette trois 
dte et Ton g^ne si la somme des points surpasse lo. Les 
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chances sont egales ; les combinaisons qui passent lo forment 
la moitie du nombre total. L’ami de Galilee, tres farnilier 
avec les des, s’etonnait de gagner par le point 1 1 plus souvent 
que par le point 12 et de voir sortir lo plus souvent que 9. 
Ces quatre points arrivent cependant chacun de six manieres, 
et pas davantage. Pourquoi lu est-il plus rare que 1 1 ? Faut- 
il nier I’experience ou douter du calcul? II faut lesaccorder 
en faisant mieux le compte. Les cas que Ton denombre ne 
sont pas pareils; 4, 4 , 4 , par exemple, qui donne 12, n’est 
pas comparable k 4 i 5 , 2, qui donne t r ; la premiere de ces 
combinaisons est unique, chacun des trois des doit amener 4; 
4 , 5 , 2, au contraire, representent six combinaisons, par 
la meme raison qu’avec trois lettres distinctes on pent 
ecrire six mots differents. Attentif a tout circonstancier, 
Galilee, au lieu de six chances, en montre distinctement 
vingt-sept pour le point 1 1 , vingt-cinq seulement pour le point 
12. Le calcul, le compte, pour parler mieux, s’accorde, comme 
toujours, avec I’experience des joueurs. Galilee n’en faisait 
aucun doute. Quoique ce grand geometre Jacques BernoulU, 
pour avoir etabli la loi sur des preuves, ait pris un rang 
eleve entre les plus illustres, la conviction universelle des 
joueurs a precede ses profonds travaux. Quand un de lui 
montrait trop souvent la meme face. Panurge, qui s’y con- 
naissait, pour y voir biffe et piperie, n’invoquait rien que 
I’evidence. Ainsi faisait I’ami de Galilee : en comptant ro8o 
fois le point n contre 1000 fois le point 12, il devinait une 
cause et voulait la connaitre. 

Un jour, a Naples, un homme de la Basilicate, en presence 
de Fabbe Galiani, agita trois d^s dans un cornet et paria 
d’amener rafle de 6 ; il Famena sur-le-champ. Cette chance 
est possible, dit-on ; Fhomme reussit une seconde fois, 
Fon repeta la njifeme chose ; il remit les des dans le qpjfntet 
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trois, quatre, cinq fois, et toujours rafle de 6- « Sangue di 
Baccol s’ecria I’abbe, les des sent pipes! » et ils I’etaient. 
Pourquoi I’abbe jurait-il? Toute combinaison n’est-elle pas 
possible? Elies le sont toutes, mais inegalement. Galilee 
nous en avertit. CommenQons, pour aller pas k pas, par 
jeter deux des ensemble ou deux fois un seul de, — les deux 
cas n’en font qu’un. Si deux joueurs parient, I’un pour deux 
6, 1’autre 6 et 5, les chances, pour eux, sont in^gales. Sonnez 
represente I’une des trente-six combinaisons possibles ; le 6 
et 5 en r6unit deux. Si I’un arrive deux fois plus que I’autre, 
faudra-t-il accuser lehasard de partialite? attribuer au point 
6 une antipathie occulte pour son semblable ? Cette interpre- 
tation n’est pas a craindre. 

Si, prenant soixante des, on compare la reunion des 
soixante 6, equivalente a trente sonnez de suite, avec la 
combinaison qui contient chacun des six points precisement 
dix fois, les nombres par leur immensite se derobent a Pima- 
gination, et Pesprit trouble par une telle abondance cherche 
les causes d’un mystere qui n’existe pas. 

Avec soixante des, pour amener soixante fois 6, une seule 
combinaison est possible : chaque de doit montrer le 
point 6. Dix 6, au contraire, et dix fois chacun des autres 
points, peuvent se distribuer et s’arranger avec tant de 
variete que, si chacun des arrangements possibles etait pre- 
pare dans une boite d’un decimetre carre sans que, dans 
aucune boite, les memes des presentassent les m^mes faces, 
la cent-millionieme partie de celles que la combinaison desi- 
gnee enveloppe sous un m6me nom pourrait couvrir un 
million de fois la surface de la terre sans y laisser aucun vide. 
Jeter les soixante des a la fois, e’est charger le hasard de 
designer une des boites, et si, dans cette abondance, les 
combinaisons pen nombreuses ne se montrent jamais, est-ce 
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lui qui les exclut? La bolte qni contient les soixante 6, 
toutes celles meme qui en contiendraient plus de cinquante, 
sont introuvables dans la masse comme des gouttes d’eau 
designees dans TOcean. 

Sur le Pont-Neuf, pendant une journee ou pendant une 
heure, on pent pr^djre resolument que les passants de taille 
inferieure a deux metres I’emporteront par le nombre. Le 
pont ecarte-t-il les geants ? Quand, au jeu de des, on annonce 
quelles combinaisons prevaudront, c’est, comme pour les 
passants du Pont-Neuf, une question d’arithmetique ; les 
combinaisons qu’on ose exclure ferment, dans le nombre 
total, si les epreuves sont nombreuses, une proportion beau- 
coup moindre que, parmi les Parisiens, les hommes de six 
pieds de haul. 

Bulfon, qui, ce jour-la, manqua de patience, fit Jeter 
une piece de monnaie en Pair /\oC\o fois ; il obtint 2048 fois 
face au lieu de 2020. Un tel ecart n’a rien d’inattendu. 
Le jeu etudie par Bulfon etait moins simple que pile ou face. 
Quelques millions d’epreuves nc pourraient ni en reveler ni 
en infirrner la loi. La piece jelee en Pair est jetee de nouveau 
et de nouveau encore, s’il le faut, jusqu’a Parrivee de face. 
Bulfon, ayant amene face 2o'i8 fois, a joue 2048 parlies. 

Un paradoxe singulier rend ce jeu, — ce probleme de 
Saint-Petersbourg , c’est le nom qu’on lui donne, — memo- 
rable et c4lebre. Pierre joue avec Paul ; void les conditions : 
Pierre jetlera une pi^ce de monnaie aulant de fois qu’il sera 
necessaire pour qu’elle montre le c6te face. Si cela arrive au 
premier coup, Paul lui donnera un ecu ; si ce n’est qu’au 
second, deux ecus ; s’il faut attendee un troisi^me coup, il 
en donnera quatre, huit au quatrieme, toujours en doublant. 
Tels sont les engagements de Paul. Quels doivent ^tre ceux 
de Pierre? La Science, consultee par Daniel Bernoulli,, (bunnie 
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pourreponse : Une somme infinie. Le iparti de Pierre, c’est 
le mot consacre, est au-dessus de toute tnesure. 

Les geomelres ont interprete de plusieurs fagons et des- 
avoue, com me excessive, la reponse irreprochable de la 
theorie du jeu. D’Alembert ecrivait en 1768 : « Je connais 
jusqu’a present cinq on six solutions au moins de ce probleme 
donl aucune ne s’accorde avec les autres et dont aucune ne 
meparait satisfaisante. » II en ajoute une sixieme ou septieme, 
la moins acceptable de toutes. L’esprit de d’Alembert, habi- 
luellemenl juste et fin, d^raisonnail completement sur le 
Calcul des probabilites. 

BufFon, pour expliquer le paradoxe de Saint-Petersbourg, 
allegue que posseder ne sert de rien si Ton ne peut jouir. 
« Un mathematicien, dans ses calculs, — cesont les propres 
paroles de Buffon, — n’eslime I’argcnt que par sa quantite, 
c’est-^-diro par la valeur numerique ; mais I’homme moral 
doit I’estiraer par les avantages et les plaisirs qu’il peut 
procurer. » On promet i Pierre de doubler son gain k 
chaque coup qui retarde I’arrivee de face, on ne peut dou- 
bler que ses ecus. Pierre ne deinande rien de plus, Buffon 
peut en etre certain. c<L’accroist de chevance, avait dit avant 
lui Montaigne, n’est pas I’accroist d’appetit au boiro, manger 
et dormir... » ; chacun peut allonger la lisle. Daniel Ber- 
noulli, reduisant cette distinction en formula, oppose a la 
richesse mathematique une richesse morale que I’or accroit, 
mais si lentement, que toutes les unites, jusqu’a la derniere, 
procurent un egal contcntement. 

Cette theorie condamne tous les jeux de hasard. Le con- 
seil de ne jouer jamais, si excellent qu’il soit, ne peut 6tre 
propose pour une theorie dujeu. Supposons en presence deux 
disciples de Bernoulli. «Sijegagne, dirait Pierre, qui est 
pauvre, en proposanl a Paul une partie d’ecarte, votre enjeu 
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de 3 '’*' payera mon diner. — Repas pour repas, repondrait 
Paul, vous me devrez 20*^ encas de perte, car tel sera le prix 
de mon souper. — Si je perdais 20'*', s’^crierait Pierre effraye, 
je ne dinerais pas demain;vous pouvez, sans en venir M, 
perdre xoooo*’^, deposez-les centre mes 20’^'^; Pavantage, 
Daniel Bernoulli I’alfirme, restera de votre c 6 te. » — Ils ne 
s’entendront pas. 

Ceux qui suivent Condorcet et Poisson, sans contester la 
bonne foi de Paul, tiennent ses engagements pour nuls. Si le 
hasard amenait pile soixante quatre fois, Paul devrait payer 
autant d’ecus que le sultan des Indes ne put donner de 
grains de bids a I’inventeur du jeu d’echecs Une telle pro- 
messe est temeraire ; si riche qu’on le suppose, Paul, ruine 
des le trentieme coup, ne pourra plus payer double. Ne 
comptanl plus sur ses promesses, Pierre ne doit pas les payer, 
ot le calcul regie le droit de Paul i i 5 dcus. 

On propose a 5 o personnes possedant cliacune 20 millions 
ct pas davantage d’organiser une loterie i 20 millions le billet. 
Le gagnant deviendra Thoinme le plus riche du monde, les 49 
autres seront ruines. Les 5 o •vigesimillionnaires acceptent. Ils 
sontpeu senses,, mais equitables. La justice et la raison sont 
choses distinctes. Au jeu de Saint-Petersbourg, tout aussi 
bien qu’a cette loterie, les esperances doivent dtre payees ; 
il ne s’agit plus d’un seul, mais d’un nombre illimite de 
milliards. Le probleme imagine par Daniel Bernoulli dissi- 
mule ingdnieusement cette enorme mise. L’Algebre, en la 
degageant, met la chance k son juste prix. 

Les conditions d’un jeu peuvent etre equitables et dange- 
reuses; iniques dans d’autres cas, mais acceptables. Est-il 
ddraisonnable, malgrd le o, le double o et le refait, de risquer 
5 ^*’ a la roulette ou au trente-el-quarante ? 

Quant ati probleme da Saint-P^tersbourg, il faut approuver 
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absolumentet simplementlareponse reputee absurde. Pierre 
possede, je suppose, un million d’ecus et les donne a Paul en 
echange des promesses convenues. II est fou! dira-t-on. Le 
placement est aventureux, mais excellent ; I’avantage infini 
est realisable. Qu’il joue obstinement, il perdra i partie, 
1000, looo millions, i million de milliards peut-etre 5 qu’il 
ne se rebute pas, qu’il recommence un nombre de fois que la 
plume s’useraita ecrire, qu’il differe surtout le reglement des 
comptes, la victoire, pour lui, est certaine, la ruine de Paul 
inevitable. Quel jour? quel sifecle? On I’ignore ; avant la fin 
des temps certainement, le gain de Pierre sera colossal. 

Une fourmi transporte un grain de poussiere de la cime 
du mont Blanc dans la plaine, retourne sur la hauteur, des- 
cend une nouvelle charge et recommence toujours. Apres 
combien de voyages aura-t-elle combl 4 les vallees et nivele la 
chaine des Alpes? Le premier ecolier, sans consulter I’are- 
naire d’Archim^de, fera le calcul sans erreur. Le dessein de 
la fourmi depasse ses forces, s’ecrieront des gens sages ; elle 
mourra a la peine. Condorcet et Poisson ne sont pas moins 
sages. Pierre est un imprudent ; il entreprend, au dela de son 
credit, une operation beaucoup trop longue ; il est aussi cer- 
tain pourtant de ruiner Paul que la fourmi de niveler la 
Suisse. 

Dans un probleme plus celebre et plus grave, la vie 
humaine servait d’enjeu. L’inoculation, avant la vaccine, 
etait, centre la variole, le meilleur parti qu’on put prendre ; 
mais 1 inocule sur 200 mourait des suites de I’operation. 
Quelques-uns hesitaient ; Daniel Bernoulli, geomelre impas- 
sible, calculait doctement la vie moyenne, la trouvait accrue 
de trois ans et d^clarait par syllogisme I’inoculation bienfai- 
sante. D’Alembert, toujours hostile k la theorie du jeu, qu’il 
n’a jamais comprise, repoussait, avec grande raison cette 



LES LOIS DU HVSARD. 


XIII 


fois, I’application qu’on en voulait faire : « Je suppose, dit-il, 
que la vie moyenne d’un homme de trente ans soil trente 
autres annees et qu’il puisse raisonnableraent esperer de 
vivre encore irente ans en s’abandonnant a la nature et en ne 
se faisant pas inoculer. Je suppose ensuite qu’en se soumet- 
tant a cette operation la vie moyenne soil de trente-quatre 
ans. Ne semble-t-il pas que, pour apprecier I’avantage de 
I’inoculation, il ne suffitpas de comparer la vie moyenne de 
trente-quatre ans la vie moyenne de trente, mais le risque 
de I sur 200, auquel on s’expose, de mourir dans un -mois, 
par I’inoculation, a I’avanlage eloign^ de vivre quatre ans de 
plus au bout de soixante ans? » 

On argumente mal pour vider de telles questions : sup- 
posons que Ton puisse, par une operation, accroitre la vie 
moyenne, non plus de quatre, mais de quarante ans, k la 
condition qu’une mort immediate menacera le quart des 
op^res : un quart des vies sacrifie pour doubler les trois autres, 
le benefice est grand. Quivoudra le recueillir? Quel medecin 
fera I’operation? Qui se chargera, en y invitant 4 ooo habitants 
robustes et bien portanls d’uae mSme commune, de com- 
mander pour le lendemain 1000 cercueils? Quel directeur de 
college oserait annoncer a 5 o meres, qu’empresse k accroitre 
la vie moyenne de ses 200 eleves, il a joue pour eux ce jeu 
avantageux et que leurs fils sont les perdants? Les parents 
les plus sages acceptaient i chance sur 200; aucun, sur la foi 
d’aucun calcul, ne s’exposerait 4 i chance sur 4 - 

Un jeu, sans blesser la justice, peut causer de grands 
dommages ; il peut 6 lre perilleux d’y echanger les chances de 
perte et de gain, les regies que doivent suivre ceux qui 
veulent commettre cette imprudence n’en regoivent aucun 
changement. 

• Un ingenieur calcule la charge capable d’abaisser de 0“, Sc 
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le tablier d’un pont. L’epreuve est inutile, imprudente, dan- 
gereuse : le poids calcule est-il moins juste ? II est mauvais de 
trop charger un pont, mauvais aussi de jouer trop gros jeu. 
Cela ne change ni la theorie du jeu ni celle de I’elasticite. 

Revenons au thepreme de Bernoulli. 

S’il pleut un jour entier sur la place du Carrousel, tous les 
paves scront egalement mouilles. Sous une forme simplifiee, 
iiiais sans rien retrancher, c’est li le theoreme de Bernoulli. 
II pourrait se faire assurement, lorsque tout alentour la pluie 
tombe a torrents, qu’un certain pave rest^t sec. Aucune 
goutte n’a pour lui de destination precise, le hasard les dis- 
perse, il peul les porter toutes sur les paves voisins ; personne 
ne le supposera serieusement. 

Telle est la puissance des grands nombres. Le hasard a des 
caprices, jamais on ne lui vit d’habitudes. Si looo gouttes 
tombent sur 1*000 paves, chaque pave n’aura pas la sienne ; 
s’il en tombe tooo millions, chaque pave recevra son million 
ou bien peu s’en faudra. Si I’on jette deux des 36 millions 
de fois, le double-six, au lieu de i million de fois, pourrait 
ne se presenter que xooooo, et peut-^tre n’arriver jamais. 
Une telle exclusion soumise au calcul, d’apres notre fagon de 
parler, est d^claree impossible. 

L’analogie va a I’identite. Considei’ons en effet, sur la 
place, pendant la pluie, un carre de o“,6 de c6t6. Partageohs 
la base, aussi bien que la hauteur, en 6 parties, portant 
chacune un numero d’ordre 5 decoupons le carr4, par des 
paralleles aux c6tes, en 36 cases egales designees chacune 
par les deux numeros places en tete des bandes auxquelles 
elle appartient ; une case repondra i 6,6 ; une autre i 5,6 ; 
une troisieme a 6,5 ; elles auront m^mes noms que les coups 
possibles avec deux des. Chaque goutte de pluie tombant sur 
le carre represente un coup de d6s. Le hasard, dans les deux 
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epreuves, decide entre les m^mes points. A la fin de la 
journee, la pluie aegalement mouille les 36 cases, les des ont 
amene les 36 points egalement ; oii est la diflFerence ? 

Rien ne manque au rapprochement et le meme tempera- 
ment est necessaire aux deux assertions trop precises. 11 serait 
fort etrange que les paves, quoique mouilles egalement, 
n’eussent pas regu dans le cours d’une journee quelques cen- 
taines de gouttes en plus ou en moins ; de m6me, sur quelques 
millions de coups de des, quelques points se montrent sans 
doute un peu plus, d’autres un peu moins souvent. 

Les rapports sont certains, non les differences, et c’est 
malheureusement la difference qui ruine. On joue roo parties 
a un jeu de hasard, I’enjeu est il est peu probable, mais 
possible, que I’on perde 65 parties. La perte de 3o louis 
represente 3o pour loo du nombre des parties joules. 

Au lieu de loo parties, on en joue loooo ; une perte de 3o 
pour loo, c’est-i-dire de 65oo parties, doit etre tenue pour 
impossible. 5i5o parties perdues supposeront, d’apr^s le 
calcul, une fortune aussi adverse que 65 sur une serie unique 
de too parties; la perte correspondante, 3oo louis, repre- 
sen te 3 pour loo du nombre des parties jouees. 

Sur I million de parties, une perte de 3 pour loo suppo- 
serait, contre les lois du hasard, un d^regleraent qui jamais 
ne s’est vu ; 3 pour looo represente une chance defavorable 
equivalente a celle des deux hypotheses precedentes. Trois 
parties sur looo, pour i million de parties, feraient une 
perte de 3ooo louis; un jeu egal devient a la longue dange- 
reux. Non seulement les lois du hasard permettent la ruine 
du joueur, elles la predisent. Tout joueur se ruinera si le 
temps ne lui manque pas. Lagrange, Laplace et Ampere Tout 
dimontre ; leurs raisonnements n’ont corrige personne, ils 
interessent tout le monde. 
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Si deux joueurs jouent sans cesse jusqu’a la ruine de I'un 
d’eux, le moins riche sera probablement vaincu. Le rapport 
du nombre des parties gagnees ou perdues differera de moins 
en moins de Funite, mais la difference augraentera, comme 
nous Favons dit ; tantdt I’un sera en perte, tantdt Fautre. La 
difference, petite d’abord, deviendra grande. La perte, dans 
ses oscillations, frappera chacun des deux joueurs alterna- 
livement^ quand elle depassera la fortune du perdant, la 
ruine pour lui sera consommee. Le danger menace surtout, 
onle comprend, le moins riche des deux joueurs. L’homme 
qui joue sans limite et sans cesse accepte tous les adversaires, 
dont Fensemble, sans changer son sort, pent recevoir un 
nom collectif : le public, qui n’est jamais ruine, ruine les 
imprudents qui Fattaquenl. 

Tout change quand les conditions du jeu sont inegales. 
Le moindre avantage fait pencher la balance. Pour le joueur 
que les conditions favorisent, le gain augmente sans limite. 
Au trente-et-quaranle, par exemple, Favanlage du banquier 
estun peu plus de o,6 pour lOO. Si Fon joue loo parties, en 
evaluant a i 000*”^ la somme des enjeux pour chacune d elles, 
Favantage reserve au banquier par les regies du jeu represente 
Goo'"'^. Les accidents du hasard produiront un ecart dont la 
valeur moyenne, indiquee par le calcul, est 8000^*’. Le 
banquier, sur une serie de too parties, a done chances egales, 
k tres peu pr6s, de perdre ou de gagner. La perte moyenne, 
e’est tout son avantage, est un peu moindre que le gain 
moyen. 

Sur 10000 parties, en supposant toujours Fenjeu de 
1000^, Favantage mteage au banquier par les regies du jeu 
represente Goooo*^'. L’ecart moyen, dix fois plus grand seu- 
lement pour un nombre centuple de parties, est 80000^. La 
perte du banquier sur 10000 parties sera done un ev^nement 
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tres ordinaire; mais, en ce cas, la valeur moyenne de la 
somme perdue sera 20000^'', tandis que, dans I’hypothese 
plus vraisemblable du gain, la valeur moyenne est 140000^’^. 

Sur T million de parties, le benefice regulier, equivalent a 
I’avantage reserve au banquier, serait 6 millions ; I’ecart 
moyen en plus ou en moins, 800000*' sejilement; s’il gagne 
moins de 5 millions, le banquier a eu du malheur ; un gain 
inferieur a 4 millions serait invraisemblable, et il y a plus de 
10000 a parier centre i que son gain ne s’abaissera pas 
au-dessous de 2 millions. 

La loi de Bernoulli, quand elle est mise en defaut, revele 
une cause perturbatrice du hasard. 

Tels se montrent sou vent les resultats du suffrage universel. 
Supposons 10 millions d’electeurs. Attribuons 6 millions de 
votes a un parti, celui de la major! te. 4 millions seulement k 
la minorite. On forme 1000 colleges de toooo electeurs 
chacun : tout candidat qui reunira plus de 5 000 suffrages sera 
elu. L’ opinion approuvee par les quatre dixiemesdes votants 
serait representee proportionnellement par 4 oo deputes sur 
1 000. Les lois du hasard ne lui accordent rien. Sur 1 000 
represen tants, pas un seul pour elle. Le calcul reduit 4 z 4 ro, 
pour ainsi dire, la vraisemblance de toute autre hypothese. 
Supposons, pour donner une idee des chiffres, que, saisissant 
I’occasion pour tenter la chance, un joueur s’engage, dans 
les conditions electorales supposees, a payer autant de 
millions qu’il se trouvera de deputes de la minorite vainqueurs 
dans la lutte. On ne pourrait pas, en dchange de ses pro- 
messes, e’est la reponse rigoureuse, sinon acceptable, du 
calcul, lui offrir ^quitablement plus d’un centime. 

Ce centime pourrait lui cofiter cher. Les ininorites, m^me 
beaucoup moindres, obtiennent quelques represenlants. Les 
electeurs n’etant pas associes par le sort, les influences 
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locales triomphent des lois du hasard. C’est avec grande 
defiance qu’il faut, sur les traces de Condorcet, 4clairer les 
Sciences morales el politiques par le Jlambeau deV Algbbre. 

Les etoiles, sur la vofite celeste, semblent semees sans 
ordre et sans loi; 3 ooo environ, pour qui a la vue bonne, 
brillent au-dessus du notre horizon. Ptolemee, dans son Cata- 
logue, n’en inscrivait que 1020. Un astronome dont le nom 
est reste obscur sans injustice, I’archeveque Mitchell, a fait 
d’une idee ingenieuse et juste une application trop hardie. 
Si le hasard distribuait sur la vohte du ciel 3()Oo points bril- 
lants, quelle serait la distance moyenne de chacun d’eux 
a son voisin le plus proche? Le probleme est interessant ; 
Mitchell ne le resout pas ; mais, remarquant dans la constel- 
lation du Dragon deux etoiles situees a 3 ' I’une de Fautre, il 
trouve que con tre un tel rapprochement on pourrait, a priori, 
parier 80 contre i; dirigeant ensuite ses calculs sur le groupe 
des Pleiades, Mitchell conclut k Sooooo chances contre i 
pour qu’une cause, en dehors du hasard, ait rapproche les 
six etoiles. 

En proposant la mesure precise d’assertions aussi vagues, 
on peut compromettre la Science. Si Mitchell, soupponnant 
entre les etoiles un lien mecanique, avait tire avantage de 
leur rapprochement singulier, s’il avait declare vraisemblable, 
Ires vraisemhlable, presque certain, qu’une cause particuliere 
a tro^uble pour elles les lois generales, il serait sans reproche, 
mais la precision du chiffre ne peut trouver d’ap- 
probateurs. Les appreciations sans chiffres n’engagpnt a 
rien, un chiffre engage la Science, et c’est sans aucun 
droit. 

L’application du calcul aux questions de ce genre est une 
illusion et un abus. 

« Les motifs de croire que, sur 10 millions de boules 
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blanches melees a i noire, ce ne sera pas la noire que je 
lirerai du premier coup est de m6me nature, a ecrit Condorcet, 
que le motif de croire que le Soleil ne manquera pas de se 
lever demain. » L’assimilation n’est pas permise : Tune des 
probabilites est objective, I’autre subjective. La probabilite 
de tirer la boule noire du premier coup est , ni plus 

ni moins. Quiconque I’evalue autrement se trompe. La pro- 
babilite pour que le Soleil se leve varie d’un esprit a I’autre. 
Un philosophe peut, sans ^tre fou, annoncer sur la foi d’une 
science que le Soleil va bientdt s’eteindre ; il est dans son 
droit comme Condorcet dans le sien ; tous deux I’excederaient 
en accusant d’erreur ceux qui pensent autrement. L’assimila- 
tion a une urne est le precede de demonstration. Une urne 
contient des boules blanches, peut-etre aussi des noires ; on y 
fait I million de tirades, tous donnent des boules blanches ; 
quelle est la probability pour qu’un nouveau tirage amene 
une noire ?Le calcul repond : « 0^^ a vu, conclut 

Condorcet, i million de fois le Soleil se lever du c6te de 
I’orient, quelle est la probabilite pour qu’il manque demain? 
La question n’est-elle pas la meme? » Elle est differente. 
L’urne, dans le premier cas, est invariable ; qui peut, dans 
le second, savoir le train des choses ? 

Paul, sur la foi de Condorcet, veut parier que le Soleil se 
levera demain. La theorie fixera les enjeux. Paul recevra 
si le Soleil se leve et donnera i million s’il fait defaut. Pierre 
accepte le pari. Au lever de chaque aurore, il perd et le 
paye. La chance pour lui diminue chaque jour, puisque le 
Soleil compte un lever de plus. Paul consciencieusement 
augmenle son enjeu *, consciencieusement aussi, Pierre con- 
tinue a lui payer Les conventions demeurent equitables. 
Les parieurs voyagent, on parcourt vingt contrees, de I’ocpi- 
dent a I’orient, Pierre perd toujours ; il poursuit sa chance 
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cependant, conduit Paul vers le nord ; on franchit le cercle 
polaire ; le Soleil reste un mois au-dessous de 1 ’horizon ; Paul 
perd 3o millions, croit I’ordre de nature pervertietsoupoonne 
que I’urne est changee. 

Tarquinl’ancien, rebelle aux pretentions de I’augure Accius 
Nsevius, osa, dit-on, le mettre au defi. Ce que je pense est-il 
possible ? demanda le roi- L’augure accepta I’epreuve. « Tu 
peux done couper jeette pierre? » Naevius prit un rasoir et 
coupa le caillou. Avec une tres louable impartialite, Condor- 
cet a cherche la chance de verite. Le point de depart de son 
calcul estle nombre des cailloux que, depuis I’invention des 
rasoirs, on n’a pas r^ussi k couper, et, sans repondre du detail 
des chilFres, il evalue a la probabilite de I’anecdoLe. II 

est un peu naif. Un caillou que I’on coupe comme un radis 
est un caillou miraculeux ou un faux caillou. La saine 
philosophie dont il se vante repousse tout miracle ; I’accord 
fait sous main entre Naevius et le roi sauverait la vraisem- 
blance. Pour resoudre le probleme, au lieu de compter des 
cailloux, il faut comparer, si on le connait, le nombre des 
princes capables d’imposture a celui des augures complaisants 
et des historiens sans critique. 

Le hasard, a tout jeu, corrige ses caprices. Les irregula- 
rites m^mes ont leur loi. 

Supposons qu’i un jeu de pur hasard une serie de parties 
ait ete jou6e. Precisons, pour plus de clarte : le jeu est pile 
ou face ; la serie de i oo parties. Pour chacune, on marque la 
difference entre le nombre des gains et le nombre normal 5o. 
Si Ton a gagne 44 on 56 fois, on marque 6 dans les deux cas. 
Chaque serie, de cette maniere, se trouve caracterisee par 
un nombre que nous appellerons I’eca/'Z/ supposons obtenus 
f million d’ecarts. Le hasard decide leur grandeur, comme 
si I’on puisait i- million de fois dans un sac contenant des* 
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boules de lolo. La difference est grande cependant : tandis 
que toutes les boules sortiront egalement ou peu s’en faut, 
les petits ecarts seront les plus nombreux. Chacun se presen- 
tera, 4 la longue, un nombre de fois proportionnel a la 
probabilite que Ton peut calculer ; la regularite des resultats 
peut recevoir une forme apparente et visible. Marquez sur 
une ligne droite, ci distances egales et petites, les chiffres o, 
I, 2, 3 , ... representant les ecarts possibles. Par chacun de 
ces points elevons une hauteur egale au nombre de fois que 
I’ecart s’est produit 5 les extremites de ces lignes feront 
paraitre une courbe, toujours de m 4 me forme; le sommet 
correspond au point o ; I’abaissement, a partir de ce point, 
tres lent d’abord, s’accroit suivant une loi prevue par le 
calcul. Si quelques irregularites deparent le dessin, doublez, 
decuplez le nombre des epreiives, I’exactitude des predictions 
est cl peine croyable. 

Les grands nombres regularisent tout. La moyenne de 
tous les hearts peut etre predite avec confiance : elle sera 4 
si la serie est de 1 00 epreuves, 4 o si elle est de 10 000. La meme 
certitude s’attache k la moyenne des carres des ecarts, a celle 
de leurs cubes, de leur quatri^me puissance. Pour des series 
de 100, par example, la moyenne des carres est 25 . Ces 
predictions sontshres. IN’est-cepas, pourainsiparler, miracle 
de voir un hasard aveugle dieter des resultats exacternent 
pr6vus ? 

Aidee de ces theoremes singuliers, la dexterite des geo- 
mfetres a su, chose merveilleuse, rencontrer sur ces voies 
detournees une solution de la quadrature du cercle. Si, dans 
une s^rie d’epreuves suffisamrnent nomhreuses, on divise la 
moyenne des carres des hearts par le carr6 de la moyenne, le 
quotient est, a tr^ss peu pres, la moitie de la surface du cer^>le 
de rayon unite. Avec de la patience, le succes est certainu) 
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Beaucoup de joueurs, preoccupes de cette regularite 
necessaire dans les moyennes, cherchent, dans les coups qui 
precMent celuiqu’ils vont jouer, une indication etun conseil. 
Ce n’est pas bien entendre les principes. La Science, a ces 
chimeres, ne reste pas sans reponse. La decision du bon sens 
suffit, elle est nette et claire : a quoi bon la traduire en 
Algebre? Le prejuge est opini&tre. Les geometres perdraient 
a le combattre leur lemps et leurs formules. 

L’illusion repose sur un sophisme : on allegue la loi de 
Bernoulli comme certaine ; elle n’est que probable. Sur 
20000 epreuves, dit-on, a la roulette, la noire ne pent pas 
sortir plus de i o 5oo fois, I’assertion de la Science est formelle. 
Si les loooo parties ont donne 6000 noires, les i<>ooo 
suivantes ont done contracte une dette envers la rouge. On 
fait trop d’honneur ci la roulette : elle n’a ni conscience ni 
rnemoire. En supposant qu’a une rencontre inouie succedera, 
pour la reparer, un nouvel ecart de la regie, on n’efface pas 
I’invraisemblance, on la redouble. 

La certitude des lois de Bernoulli est celle d’un chasseur 
Ires adroit, qui, connaissant son arme, est certain d’abattre 
une b^te feroce a dix pas. La bete se presente, il la manque ; 
en la voyant, furieuse, se ruer et I’assaillir, doit-il rester 
impassible, confiant dans la certitude de I’avoir tuee? 


IL 

Le hasard, sans choisir, regularise tout ; la raison en est 
que, si toutes les combinaisons, dont le nombre est immense, 
etaient presentes materiellement, les moins nombreuses 
deviendraient introuvables. Le hasard reste libre, mais la 
carte est fo:rcee. 
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Appliquee aux des, aux carles, au jeu de rouge el de noire, 
aux numeros pairs ou impairs, a pile ou face, la theorie des 
chances estindiscutable ; rienn’yaltere larigueurdespreuves; 
I’Algebre execute plus rapidementles denombrements qu’avec 
de la patience et du temps on pourrait faire sur ses doigts. 
Tous les arrangements sont egalement possibles ; que les plus 
nornbreux se presen tent, il n’y a pas de sujet d’etonnement. 

La Physique, I’Astronomie, les phenomtoes sociaux, 
semblent, dans plus d’un cas, regis par le hasard. Peut-on 
comparer la pluie ou le beau temps, I’apparition ou I’absence 
des etoiles filantes, la sante ou la maladie, la vie ou la mort, 
le crime ou I’innocence a des boules blanches ou noires tirees 
d’une m6me urne? Le meme desordre apparait dans les 
details, cache-t-il la m^me uniformite dans les moyennes ? 
Retrouvera-t-on dans les ecarts les traits connus et la phy- 
sionomie des effets du hasard ? 

Tout evenement qui alterne avec son contraire est com- 
parable aux boules blanches ou noires puisees dans un sac ; 
le sac est-il toujours le meme? est-il ouvert? Une force 
intelligente, se proposant une fin, interviqnt-elle dans une 
inesure petite ou grande pour corriger les caprices dusort? 
Le raisonnement ne peut devancer I’experience ; les observa- 
tions, soigneusement discutees, condamnent, en m6me temps 
que les sceptiques rebel les a tout rapprochement, les esprits 
absolus qui pretendent tout soumettre au calcul. 

L’empreinte du hasard est marquee, tres curieusement 
quelquefois, dans les nombres deduits des lois les plus 
precises. Une Table de logarithmes en temoigne. Pour i oooo 
nombres successifs, dans les Tables a i o decimales de Vega, 
je prends la septi^me figure du logarithme : rien dans ce 
choix n’est laisse au hasard. L’Algebre gouverne tout, une 
loi inflexible enchaine tous les chiffres. Si I’on compte cepen- 
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dant les resultats, on aura, a tres peu pres, sur loooo, i ooo 
fois le chifFre o, looo fois le chifFre i et ainsi des autres ; la 
formule se conforme aux lois du hasard. Verification faite, 
sur lOooo logarithmes, le septieme chiffre s’est trouv6 990 
fois egal k o ; 997 fois a i ; 998 fois a 1 ; 1012 fois a 4- En 
partageant les 10000 nombres en dix series et prenant pour 
chacune les moyennes des hearts, j’entends la difference entre 
le nombre des apparitions de I’un des chiffres et le nombre 
normal 100, et les comparant ^ la moyenne du carre des 
ecarts, le rapport des nombres, qui, d’apres les lois du 
hasard, devrait fetre 1,570796, moitie du nombre que les 
geometres designent habituellement par la lettre -i:, se trouve 
egal a i, 56 i ; le m^me calcul fait 5 I’aide du chiffre i donne 
1,598, et la moyenne de ces deux resultats est 1,579. Ees 
trois premiers chitFres sont exacts. 

La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen- 
dantlemieux teniral’ecart? Nos lois expriment une propriete 
commune aux combinaisons les plus nombreuses ; elles se 
verifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir 
pour s’y soustrairi^. 

Le partage des naissances entre les deux sexes a ete etudie 
sur plusde 200 millions d’enfants. Depuispres de deux siecles 
le nombre des gargons a depasse celui des lilies ; aucun pays 
ne fait exception ni aucune epoque. Le rapport varie peu : le 
nombre des gargons, pour 100 lilies, est oompris, pour un 
grand nombre de naissances, entre io 4 et 108. On s’est 
demande si cette superiorite observee chez toutes les races, 
dans les villes comme a la campagne, au midi comme au nord, 
chez les plus pauvres comme chez les plus riches, est une loi 
de Fbumanite ou un accident fortuit. 

A notre epoque et pour notre etat social, I’evidence est 
complete ; ni les calculs ne sont necessaires ni les raisonne- 
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ments. Ils le sont pour un second probleme. Les variations 
observdes d’une annee & I’autre pour un meme pays, d’une 
province a I’autre pour une meme annee, sont-elles assimi- 
lables aux resultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans 
la Constance approchee du rapport un temoignage suflisant de 
la loyaute du jeu? Je precise la question : une urne, loujours 
la meme, contient des boules noires et blanches ; on y puise 
une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans 
invraisemblance representer par le nombre de boules de 
chaque couleur la proportion variable des naissances ? Le 
nombre des noires, bien entendu, I’emporte sur celui des 
blanches dans la proportion qui convient au succes. 

Les ecarts de la moyenne produits par le hasard sur 
I million d’epreuves, pour un 6venement dont la probabilite 
diff^re peu de ont pour valeur moyenne ^oo. De plus 
grands ecarts sont possibles assurement, mais leur proba- 
bilite diminue rapidement. On peut parier looo centre i 
pour un ecart moindre que 1600. La probabilite d’un ecart 
superieur a 2000 est iqoo ' ouou * Telles sont les indications du 
calcul. 

2000 naissances masculines en plus sur i million accrol- 
traient de moins d’un centi^me le rapport du nombre de 
gargons k celui des filles. Les rapports extremes fournis par 
la Statistique, i,o 4 et t,o8, different trop I’un de I’autre pour 
permetlre I’assimilalion pure et simple aux effets du hasard. 
Les conditions ne peuvent done 6tre, en tout temps et en tout 
pays, identiquement les m^mes, mais la variation est petite. 
Pendant I’annee 1887, le nombre des gargons nes a Paris 
est descendu ci 10074 pour 10000 filles. Dans les hasards 
d’un tirage au sort dont les conditions seraient invariables, 
sur un nombre d’epreuves egal celui des naissances an- 
nuelles a Paris, on pourrait parier plus de i million contre^i; 
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dant les resultats, on aura, k tres peu pres, sur loooo, i ooo 
fois le chiffre o, i ooo fois le chiffre i et ainsi des autres ; la 
fortnule se conforme aux lois du hasard. Verification faite, 
sur loooo logarithmes, le septieme chiffre s’est trouve 990 
fois egal a o ; 997 fois a 1 ; 998 fois a 2 ; 1012 fois i 4- 
partageant les 10000 nombres en dix series et prenant pour 
chacune les moyennesdes ecarts, j’enlends la difference entre 
le nombre des apparitions de I’un des cbiffres et le nombre 
normal 100, et les comparant a la moyenne du carre des 
ecarts, le rapport des nombres, qui, d’apres les lois du 
hasard, devrait ^tre 1,370796, moitie du nombre que les 
geometres designent habituellement par la lettre -i:, se trouve 
egal a i, 56 i ; le meme calcul fait a I’aide du chiffre i donne 
1,398, et la moyenne de ces deux resultats est 1,579. 
trois premiers cbiffres sont exacts. 

La marque du hasard semble visible. Pouvait-on cepen- 
dantlemieux tenirarecart?Nos lois expriment une propriete 
commune aux combinaisons les plus nombreuses ; elles se 
verifient quand on ne choisit pas, il ne suffit pas de choisir 
pour s’y soustrairip. 

Le partage des naissances entre les deux sexes a ete etudie 
sur plus de 200 millions d’enfants. Depuispres de deuxsiecles 
le nombre des gardens a depasse celui des lilies ; aucun pays 
ne fait exception ni aucune epoque. Le rapport varie peu : le 
nombre des garQons, pour 100 lilies, est compris, pour un 
grand nombre de naissances, entre io 4 et 108. On s’est 
demande si cette superiorite observee cbez toutes les races, 
dans les villes comme a la campagne, au midi comme au nord, 
cbez les plus pauvres comme cbez les plus riches, est une loi 
de I’humanite ou un accident fortuit. 

A notre epoque et pour notre etat social, I’evidence est 
complete ; ni les calculs ne sont necessaires ni les raisonne- 
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ments. Ils le sont pour un second probleme. Les variations 
observees d’une annee k I’autre pour un meme pays, d’une 
province a I’autre pour une meme annee, sont-elles assimi- 
lables aux resultats capricieux du hasard? Peut-on voir dans 
la Constance approchee du rapport un temoignage suflisant de 
la loyaute du jeu? Je precise la question : une urne, toujours 
la m^me, contient des boules noires et blanches ; on y puise 
une boule au moment de chaque naissance. Pourrait-on sans 
invraisemblance representer par le nombre de boules de 
chaque couleur la proportion variable des naissances ? Le 
nombre des noires, bien entendu, I’emporte sur celui des 
blanches dans la proportion qui convient au succes. 

Les ecarts de la moyenne produits par le hasard sur 
I million d’epreuves, pour un evenement dont la probabilite 
differe peu de i, ont pour valeur moyenne 4 f>o. De plus 
grands ecarts sont possibles assurement, mais leur proba- 
bilite diminue rapidement. On pent parier looo contre i 
pour un 6 cart moindre que i 6 ot). La probability d’un ecart 
superieur a 2000 est Telles sont les indications du 

calcul. 

2000 naissances masculines en plus sur r million accroi- 
traient de moins d’un centieme le rapport du nombre de 
gargons a celui des lilies. Les rapports extremes fournis par 
la Statistique, i,o 4 et 1,08, different trop Tun del’autrepour 
permettre I’assimilation pure et simple aux effets du hasard. 
Les conditions ne peuvent doncetre, en tout temps et en tout 
pays, identiquement les m^mes, mais la variation est petite. 
Pendant I’annee iS 3 y, le nombre des gargons nes a Paris 
est descendu a 10074 pour 10000 lilies. Dans les hasards 
d’un tirage au sort dont les conditions seraient invariables, 
sur un nombre d’epreuves egal a celui des naissances an- 
nuelles a Paris, on pourrait parier plus de i million contre i 
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qu’une telle anoraalie ne se prodnira pas. Que s’esl-il passe 
en 1837 ? On doit s’altendre a I’ignorer toujours. Dans 
plusieurs departements, depuis le commencement du siecle, 
le nornbre des naissances annuelles des filles a surpasse excep- 
tionnellement celui des garcons. L’anomalie a moins d’im- 
portance que I’ecart observe a Paris, elle se rapporte a des 
nombres cinq fois moindres. 

La recherche des causes est delicate et obscure. II est a 
regretter, dit M. Quetelet apres de longues et patientes 
recherches, qu’on ait si peu de documents pour s’eclairer. 

L’&ge des parents joue sans doute un grand r 61 e. Cette 
explication semble la meilleure. Si on ne I’accepte qu’avec 
doute, c’est que, masqu^e parle hasard, I’influence reste mal 
connue ; I’cige moyen du pere et celui de la mere varient peu 
dans un mSme pays. La variation des ftges pent cependant 
expliquer, en partie au moins, les anomalies observees. 

Allons plus avant et cherchons dans les effets troubles les 
traits generaux du hasard. 

La quadrature du cercle deduite approximativement du 
nombre des naissances ne laisse guere subsister de doutes. 
En appliquant la formula des ecarts aux 86 departements 
pendant I’annee 1878 et^TensiatAavi^V Annuaire du Bureau 
des Longitudes les ecarts entre le nombre des naissances de 
gargons correspondant a 10000 filles pour chacun des depar- 
tements et la moyenne pour la France entiere, etla comparant 
k la moyenne de leurs carres, au lieu du quotient 1,57 prevu 
par la thtorie, on obtienl 1,70. La pelitesse de I’erreur parait 
digne d’attention. 

La recherche des causes est le grand probl^me : on le 
transforme sans le r^soudre. En enchainant les inconnues 
aux inconnues, la Science s’agrandit et s’eleve. Si chaque 
efFet n’avait qu’une seule cause, les enonces au moins seraient 
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faciles. La complication est plus grande. Dans le monde 
immense des fails, les parentes existent a tous les degres. 
L’enumeralion des observations revMe les liens quand les 
nombres sont grands. La discussion est delicate, le bon sens 
la dirige, le calcul prononce. 

L’inventeur d’un systeme associe, je suppose, la chute de 
la pluie a un phenomene astronomiquc ; il a observe viiigt 
fois, sans une seule exception, qu’une pluie plus ou moins 
forte suivait le phtoomene indique; ce rapprochement est 
digne d’allention. Mais c’est ci Brest qu’on a observe; les 
jours sans pluie, a Brest, sont une rare exception. Que vaut 
alors la demonstration? Au Caire, elle serait decisive. 

II faut rapprocher, dans les cas semblables, le nombre des 
coincidences observees de celui qui le remplacerait proba- 
blement, si tout etait regie par le hasard. Si deux phtoomenes 
se presentent chacun 9 jours sur 10, les coincidences, m^me 
tres frequentes, ne prouvent rien. Si chacun d’eux revient 
deux fois par an seulement, la coincidence, plusieurs fois 
observee, sera difficilement attribuee au hasard. Difficile- 
ment : I’indication est vague! elle doit I’etre. Quand les 
geometres, dans les cas semblables, ont donne un chilFre 
precis, ils ne tenaient aucun compte dela probabilite a priori 
du rapprochement qu’on a voulu faire, ou ils I’evaluaient, ce 
qui rcvieiit au meme, tout a fait au hasard. Une comete a 
precede la mort de Cesar. Quelque nombreux et bien cons- 
tates que fussent les evenements de ce genre, oserait-on 
croire, sur la foi du calcul, que telles dmes sont tant nobles 
et herolques que de leur delogement et tripos nous est 
certains jours devant donni signification des deux? 

Un geometre a trouve une demonstration nouvelle du 
theoreme de Bernoulli. J’en examine le principe, j’en parcours 
les calculs, j’en verifie quelques-uns, et, n’aperccvant aucune 
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objection et aucune meprise, je declare avec confiance 
I’exactilude de la methode. 

Le m4me auteur propose une demonstration du celebre 
theoreme enonce par Fermat. J’examine le principe, je par- 
cours les calculs, j’en verifie quelques-uns, et, n’apercevant 
aucune objection et aucune meprise, je continue a chercher la 
faute. Pourquoi celte difference? Si les cas sont identiques, 
I'inegaliteost-elle juste? Les cas sont differents. L’auteur qui 
demontre le theoreme de Bernoulli enfonce une porte 
ouverte, il ne pent guere trebucher au passage. Celui- qui 
demontre le theoreme de Fermat suit un sender sans issue 
connue ; les chances d’une chute, d’apr^s I’experience du 
passe, y surpassent loo centre i pour les plus habiles. 

Toujours exact et precis dans I’enonce des regies, Laplace 
n’a pas manque d’introduire cette probabilite a priori comme 
point de depart et base necessaire du calcul. Quelles que 
soient les conditions du probl^me, elle entre comme facteur, 
presque toujours inconnu, dans la formule qui la resout. 
L’illustre auteur de la Theorie analytique des probabilitds 
a plus d’une fois cependant donne des chiffres precis qu’il 
faudrait changer avec I’hypothese arbitrairement adoptee 
sur la probabilite <2 p Wo /’j. Quand ilassigne 1 826214 iparier 
centre i comme mesure de la probabilite pour que le Soleil 
se ieve demain, I’affirmation, quelles que soient les attenua- 
tions qui la suivent, repose sur une pure illusion. 

Le rapport du nombre des dec^ a la population n’a pas 
ete moins soigneusement etudie que celui des naissances. Les 
Compagnies d’assurances ont interet a le connaitre et a en 
grossir revaluation. La Statistique le montre ^ pen pres 
constant. Les variations, quoique petites, sont superieures a 
celles du rapport des naissances des deux sexes. L’assimilation 
k des boules tirees d’une urne de composition invariable n’est 
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done pas acceptable. La vicissitude des evenements regie 
sans cesse la composition de Turne. Tantdt e’est le cholera 
qui passe et y verse des boules noires, Ce sont les eaux plus 
pures et plus fraiches qui apportent des boules blanches. C’est 
la disetle qui rend les maladies plus abondantes et plus 
graves, la guerre qui accroit les mauvaises chances dans 
I'urne sans cesse renouvelee. 

M. Dormoy, dans un livre savant et bien compose sur la 
theorie des assurances, a cherche curieusement dans les 
documents de la Statistique la confirmation de la loi des 
ecarts. II introduit, sous le nom de coefficient de divergence, 
le rapport de I’ecart observe a I’ecart moyen prevu par le 
calcul. 

Un phenomene semble regulier, les cbiffres qui leresument, 
sans etre constants, varient peu d’une annee a I’autre. On 
peut composer une urne qui, sous I’influence du basard, 
representera en moyenne, dans un grand nombre de tirages, 
par les boules noires amenees, la loi de I’arrivee de I’evene- 
ment. On nomme ecart, pour I’urne, la difference avec la 
moyenne annoncee par le calcul. L’ecart, pour I’evenement, 
est la difference entre le chiff're relatif a une annee et la 
moyenne generale. Si le hasard regie le phenomene, le coef- 
ficient de divergence differera peu de I’unite. Un rapport 
plus grand revele, s’il se maintient, I’influence d’une cause 
perturbatrice. Un coefficient de divergence plus petit que 
I’unite ferait deviner, au contraire, une action regulatrice 
qui, surveillant pour ainsi dire le hasard, amoindrit les 
inegalites et en efface le caractere. Tel est le cas d’un 
observateur trop avise qui, dans les cas douteux, altere et 
corrige les observations pour en accroltre la vraisemblance. 

Pour les naissances des filles et des garQons, le coefficient 
de divergence a ete 1,17 pour la France entiere, de rSda a 
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1841 , et r,38 de i85i a t864- II confirme pour ces periodes 
la supposition d’une probabilite constanle. 

Le rapport du nombre des naissance nalurelles au nombre 
total des naissances est moins regulier. Le coefficient de 
divergence, de 1817 a 1826, est egal a r 5 ; pour le rapport 
du nombre des manages a la population, le coefficient de 
divergence, de 1829 a 1848, s’est eleve i 25 . 

Le rapport du nombre des deces a la population a pour 
coefficient de divergence 86 ! Les anomalies sont continuelles. 
Le coefficient ne porte que sur des ecarts, il faut le remarquer. 
Le nombre des deces pendant une annee etant suppose pour 
la France entiere egal a i million et au trente-sixi^me de la 
population, I’assimilation des Tables mortuaires annuelles 
aux tirages fails 36 millions de fois dans une urne contenant 
1 boule noire et 35 boules blanches pent etre tentee. Le 
nombre des boules noires, comme celui des deces, differera 
peu de I million ; mais, tandis que I’ecart moyen, pour le 
nombre des boules noires, sera 6gal k 800, celui des dec^s 
sera 86 fois plus grand ; 86 fois 800 font 68800, c’est moins 
de 2 pour 1 000 de la population. Une epidemie produisant a 
Paris 4000 deces pour une annee pourrait, pour le departe- 
ment de la Seine, expliquer le coefficient 86. Le cholera de 
1 849 a fait perir 20000 Parisiens. 

Les lois du hasard sont invariables, ce sont les conditions 
du jeu qui changent. Poisson, pour les plier a lous les acci- 
dents, a cru completer I’oeuvre de Bernoulli en enongant sa 
loi des grands nombres. 

Pour que le hasard regularise I’arriv^e d’un evenernent et 
que, sur un grand nombre d’epreuves, les rapports soient 
certains, aussi bien que la loi des hearts, il faut que la pro- 
babilite soil constante. Poisson supprime cette condition. 

Un cas fictif tres simple montrera la portee du nouveau 
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priiicipe. Une urnc contient des boales numerotees, on y fait 
une serie de tirages • mais, en remettant cliaque fois la boule 
qn’on a tiree, on neglige d’agiter et de faire le melange : 
les chances, pen a pen, deviennent inegales ; ccrtaines boules 
sortenl plus souvent que les autres, la iheorie semble raise 
en defaut. Conlinuez, dit Poisson ; pour prolonge que soil 
le desordre, il est einbrasse lui-raeme dans la loi des grands 
nombres ; certaines boules sont dessus, vous les yerrez 
dessous un auLre jour ; riiorame peu soigneux a faire le 
melange aura un successeur plus consciencieux ou dont la 
negligence, qu’il faut prevoir, profitera a des combinaisons 
nouvelles ; tout a la longue se compensera. Citons ses propres 
paroles : « Les choses de toute nature sont soumises a une 
loi universelle qu’on peut appeler la loi des grands nombres. 
Elle consiste en ce que, si Ton observe des nombres tres 
considerables d'evenemcnts de ineme nature, dependant de 
causes qui varient irregulieremeut, tantot dans un sens, 
tantot dans un autre, c’est-a-dire sans que leur variation soit 
progressive dans aucun sens determine, on trouvera entre 
ces nombres des rapports a tres peu pres constants ; pour 
chaque nature de choses, les rapports auront une valeur 
speciale dont ils s’ecarteront de moins en raoinsa mesure que 
la serie des eveneinents observes augraentera davantage et 
qu’ils atteindraient, s’il etait possible deprolonger cette serie 
a Finfini. » 

Tel est le x’esume fait par Poisson lui-meme d’une decou- 
verte qui se distingue bien peu des lois du hasard, et a 
laquelle il a, a peu pres seul je crois, attache une grande 
importance. 


B. 
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Aucune mesure n’est cerlaine, mille operations succes- 
sives donnent mille resultats differenls. Non que I’observa- 
leur, de mieux en mieux instruit, corrige ses defauts et 
s’avance vers la perfection. II n’en va pas ainsi. Les derniers 
resultats ne ressemblent en rien a une limile dont on s’appro- 
cherait par continuel progres ; les evaluations, tantdt Irop 
petites, tantdt trop grandes, se succedenten confusion et sans 
ordre cotnme des boules blanches ou noires puisees dans 
une urne. 

Bessel, apres un siecle ecoule, comparait les observations 
de Bradley aux resultats connus d’une theorie devenue 
certaine. En classant les differences, dont le desordre est 
complet, il trouva, sur 4 ?^ observations, 94 erreurs infe- 
rieures a de seconde, 88 comprises entre 75- et -j^, puis, 
successivemenl, entre el 7^, entre et ..., jusqu’a i", 
la plus grande des erreurs commises par Bradley, les nombres 
decroissants 78, 58 , 5 r, 36 , 26, i 4 .io , 7 et 8. Si les plus 
petits sont les plus nombreux, I’honneur n’en revient ni a 
ce grand observateur Bradley, ni aux constructeurs des 
instruments de Greenwich ; leur excellence fail la petitesse, 
non la loi des erreurs ; un instrument mediocre, un obser- 
vateur moins soigneux, remplaceraient les dixiemes de 
seconde par des secondes, les secondes peut-^lre par des 
minutes ; a cela pres tout resterait pared. La courbe des 
erreurs en s’^levant conserverail la m^me forme. 

L’origine des erreurs est tres diverse. Les unes sont for- 
tuites, I’enchalnement en est infini ; c’est tantdt I’air agite 
par le vent, tantdt un ebranlement du sol, un nuage qui 
passe, un rayon de soleil qui trouble I’observateur, tantdt 
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une attention precipilee ou distraite ; le hasard decide, raille 
causes imprcvues se reunissent, ajoutent quelquefois ieurs 
effets, quelquefois les retranchent, suspendenl ou repren- 
nent leur action : tout est incertai^, tout change, sans incli- 
nation dans aucun sens. 

II n’en va pas 'ainsi des causes permanentes ; c’est une 
balance iiial construite, les ills d’une lunette mal places, un 
metre trop court, un chronometre trop rapide. Les mesures 
prises sous de telles influences n’entourent plus la valeur 
exacte, raais une autre, souvent fort dilFerente ; une nouvelle 
scrie de mesures, sous I’influence permanente des memes 
causes, se groupera autour de la meme moyenne. 

Tout observateur soigneux etudie les erreurs constantes 
et les corrige sans retrancher la cause ; rien ne trompe moins 
qu’une balance trompeuse. Qu’importe que les bras soient 
inegaux, pourvu qu’on le sache? Qu’un gramme ait 999 mil- 
ligrammes, un decimetre 99 millimetres, I’observation re- 
duite conserve toute sa valeur. Toute mesure est comparable 
a un jeu; les erreurs possibles en plus ou en moins sent les 
chances de gain ou de perte ; les erreurs constantes chan- 
gent les regies du jeu, les erreurs fortuites laissent le jeu 
equitable. 

La loi que doivent suivre, d’apres une ingenieuse theorie, 
et que suivent a tres peu pres, quand elles sont nombreuses, 
les erreurs corrigees de toute inclination fixe, a 6te propo- 
see par Gauss. L’histoire en est singuliere. En proposant 
en 1809 une hypothese sur la theorie des erreurs, I’illustre 
auteur ne pr^tendait nullement etablir la verite, mais la 
chercher. Laplace, par une voie differente, sans beaucoup 
de rigueur k son tour, avait obtenu la m^me formule qui, 
tres voisine souvent de la verite, pourrait s’en eloigner sans 
d^mentir la Science. 
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Le principe de Gauss est fort simple : quand une gran- 
deur a ete mesuree plusieurs fois, les erreurs constantes 
etant ecarlees (la precaution est necessaire), entre plusieurs 
resultats egalement dignes de confiance, la moyenne est, en 
I’absence de tout autre renseignement, la valeur la plus pro- 
bable. Les consequences de cet axiome son! belles et irapre 
vues, mais incertaines; Gauss en convient volontiers. Le 
rapprochement des observations pent affaiblir la confiance 
en quelques-unes d’elles. Si quatre pesees successives ont 
donne 20^°^, pnis 27“'^', ad™** et 28'”^, on se decidera sans 
doute, quelles que soient les circonstances, a ecarter la pre- 
miere mesure pour adopter la moyenne des suivantcs. Quoi 
qu’il en soil, Gauss, sur ce fondement, etablit ingenieuse- 
ment une formule que I’experience confirme. Le hasard, 
qiiand les epreuves sont nombreuses, amenant chaque eve- 
nement en raison de sa probabilite, il suffit, pour juger la 
formule, de faire mesurer un grand nombre dc fois une gran- 
deur que Ton connait tres exactement a I’avance. 

La probabilite des erreurs suit, d’apres la formule, prdci- 
sement la loi des ecarts dans les epreuves rdpetees. La ren- 
contre n’est pas fortuite, Laplace I’a expliquee. Les erreurs 
constantes etant ecartecs, les accidents fortuits Lroublcnt 
seuls chaque epreuve, ils sont analogues aux tirages fails 
dans une urne. Laplace developpe ce rapprochement, le 
rend precis, transforme le probleme, et retrouve la formule 
de Gauss. 

Cette admirable et tres simple formule s’etend k loutes les 
grandeurs, s’applique i tons les instruments, regit toutcs les 
observations et embrasse tons les precedes de mesure ; les 
differences, d’un cas a I’autre, si grandes qu’elles puissent 
etre, se resument dans un nombre caracteristique represen- 
tant la pt'ecision, Verreur pi'obable, le poids de Vobservor- 
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tion; pen imporic le noiii, uii seul nombn^ connu pcrmet de 
calculer Louies les chances et depredire, siirun grand noinbre 
d'epreuves, la distribution certaine des ecarts. 

Si Ton caracterise une seric de mesures par Verreur pro- 
bable cpril y a chance d’atteindre ou de ne pas atLeindre, en 
prenanL cctle erreur pour unite, la probabilite d’une erreur 
double difFere peu de celle d’une erreur quintuple 
s’abaisse a 7^; pour une erreur div fois plus grande que 
I’erreur probable, le nombre donne par la formule vaut une 
declaration d’impossibilite. 

L’instrument, il ne faut pas Toublier, est, aussi bien que 
robservateur, suppose sans defaiit ; on n’accepte en lui que 
des defaillances, des accidents fortuits qu’aucune cause con- 
stante n'incline dans aucun sens. 

Les epreuYes du tir, soit au canon, soit a la carabine, 
mettcnt en evidence les effets du hasard; les erreurs for- 
tuites ont pour origine, outre le coup d'ceil plus ou moins 
juste et les distractions du pointeur, le poids variable du 
projectile, les inegalites de sa structure, le tassenient irre- 
gulier de la poudre, les courants, les vibrations, rhuinidite 
des couches d’air traversees ; c’est pour cela que, sans chan- 
ger en rien les conditions du tir, on voit les coups sY'carter 
les uns des autres, en se groupant autour d’un point central, 
autour du but lui-meme, si les erreurs constantes sont 
ecartees. 

Un savant professeur, M. JaulFret, a defini, par une image 
fort nette, les lois de distribution des coups, identiques, 
d’apres le theoreme de Bernoulli, a cedes des probabilites. 
Si, visant pendant un long temps un meme but place sur le 
sol, on arretc chaque boulel au point meme de sa chute, 
I’amas des projectiles prescntcra Taspect d’une cloche dont 
la base circulaire aurait le but pour centre; un tireur plus 
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adroit retrecirait la cloche et la rendrait plus haute ; une 
inoindre precision donnerait naissance a un solide moins 
eleve, s’abaissant plus lentement vers le sol. 

N’est-il pas merveilleux et presque incroyable qu’on puisse, 
par le raisonnemeiit seul, predire ainsi la disposition des bou- 
lets sans connaitre I’adresse du pointeur ni demander la pre- 
cision de Tarme? 

Les formules, a dit Poinsot, ne donnenl que ce qu’on y a 
mis. Aucun raisonnement ne fait davantage; le dernier an- 
neau d’une chaine de deductions est, pour qui sait I'y voir, 
tout entier dans les hypotheses. j\ous avons expressement 
suppose, il ne fautpas I’oublier, qu’il n’existe dans I’arme ni 
dans la maladresse du pointeur aucune cause d’erreur con- 
stante ; il n’y a done pas plus de chance, e’est I’hypothese 
raeme, de tirer a droite plutdt qu’a gauche, trop pr^s plutdt 
que trop loin. Faut-il s'etonner que le but se trouve au 
centre des divers points alteints dans une longue serie 
d’epreuves? Si plus de la moitie se trouvait a droite, on en 
conclurait qu’une cause les y porte, et ce serait une erreur 
constanle. 

Un doute pent s’elever encore. Les erreurs constantes 
sont celles que I’on peut corriger, la malajdresse est une 
cause fortuite, un tireur maladroit atteint bien rarement le 
but ; au lieu de le cacher sous le sommet d’un d6me de pro- 
jectiles, ne le laisserait-il pas au centre d’un grand vide? 
Diogene pensait ainsi : « Un jour, voulant s’esbattre, il visita 
les archers qui tiroient a la butte ; entre iceux, un etoit tant 
fautier, imperit et maladroit, que lorsqu’il estoit en ranc de 
tirer, tout le peuple spectateur s’escartoit de peur d’etre par 
lui feru. Diogenes I’avoit un coup vu si perversement tirer, 
que la flesebe tomba plus d’un trabut loin de la butte ; 
au second coup, le peuple, loin de c6te et d’autre, s’escar- 
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tant, il accourut et se tint en pied, jouxte le blanc. affirmant 
cetuy lieu etre le plus sur et que Tarcher feriroit tout autre 
lieu, le blanc seul etre en seurete de traict. » La plaisanterie 
fit rire. II n’aurait pas fallu recommencer souvent; les 
gouttes d’eau, guidees par le hasard, n’epargnent a la longue 
aucun pave. Pourquoi les projectiles, non moins nombreux, 
c’est I’hypothese, eviteraient-ils le point vers lequel, adroi- 
tement ou non, on s’etudie a les diriger tons? 

Dans la formule de probabilite des erreurs, la rigueur, 
nous I’avons avoue, n’a pas ete mise ; I’axiome suppose est 
loin d’etre evident ; les consequences sont coinme lui discu- 
tables. Dans les concours de tir a la carabine, chaque tireur 
ayant droit a un certain noinbre de balles, on decide du me- 
rite de chacun par la distance moyenne de ses balles au but. 
La theorie consultee prescrirait une autre regie : la plus 
petite moyenne du carre des ecarts caracterise mieux le plus 
adroit. La decision, je crois, a ete prise pour I’armee beige. 
Le changement est de petite consequence, et sur un grand 
nombre d’epreuves toutes les methodes s’accorderaient ; 
toutes deux, la seconde surtout, traitent trop severement le 
tireur, si adroit qu’il se soit montre, dont un coup s’est egare 
des autres. Supposons, pour donner des chiffres simples, 
qu’un tireur ayant place neuf balles a la distance moyenne i 
du but, la dixieme s’en ecarte a la distance lo. D’apres la 
premiere regie, la moyenne generale etant 1,9, il sera pre- 
fere a celui dont toutes les balles seraient a la distance 2 ; 
cela parait juste. La seco.nde regie, celle qui s’appuie sur la 
loi de probabilite des ecarts, placerait avant lui le tireur 
dont toutes les balles seraient a la distance 3. Peut-etre vau- 
drait-il mieux, sans tant raffiner, s’en tenir a la vieille me- 
thode, qui reserve le prix a qui le plus souvent touche la 
mouche, sans rechercher I’ecart des balles moins heureuses. 



XWMH 


PREFACE. 


r.a formnle dc Gauss declare, pour ainsi parler, certains 
cas impossibles. N'invite-t-elle pas par la, quand ils se pre- 
sentent, ii se defier un peu d’elle’? Les cas exccptionnels 
echappent a toute regie. Le bon sens ne perd jamais ses 
droits : opposer a I’cvidencc une formulc demoiitree, e’est a 
peu pres comme si, pour refuser a un homme le droit de 
vivre, on alleguait devaiit lui un acte de deces authentique. 

La moyenne d’un grand nombre de mesures, quand on 
ecarte les erreurs conslanlc^, est une mesure plus precise 
que cedes qui Font fournie ; I'erreur probable est diininuee, 
et la precision augniente coniiue la racine carree du nombre 
des epreuves. 

Fourier connaissait on soupQonnait cette regie : pour 
prendre la hauteur de la pyramide de Cheops, il fit siinple- 
ment mesurer par des soldats les :o3 marches de ce gigan- 
tesque escalier. « Vos homines manquent d’habitude, disait- 
on ; les surfaces sont irregulieres, les aretes sont inclinees ; 
aucune precision n’est possible, et I'erreur coinmise sur 
chaque inarche sera inultipliee par 2o3. — File le sera par i \ 
seuleinent, repondit-il resolumont, car 1.4 est la racine carree 
de 2o3. » La comparaison avec une mesure plus exacte aurait 
pu le contredire; on ne la fit pas. 

Enlre les grandeurs inconiiues enchainecs par les for- 
mulcs, la Science, dans chaque probleme, choisit pour la 
determiner direclemenl la plus accessible aux mesures. 
Pour peser robelisque il n’exisle pas de balance; une chaine 
d'arpenteur donnerait ires lentement et tres mal la distance 
de Palis a Home. La theorie fournit des ec[ualions, on les 
accepte loutes, chacune est irreprochable; rAlgebre degago 
les inconnues; les chillres malheureusenient se contredisent 
toujours. Quo doit-on faire'? Entre des mesures discordantes 
on prend la moyenne: pour des equations, ce mot n’a pas 
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de sens; a chacune, cependant, il faut un role; la metliodc 
des moindres carres enseigne et present la meilleure com- 
binaison. 

Cette methode, inyentee par Gauss, proposee pour la 
premiere fois par Legendre, a procure plus d’une deception. 

La masse de Jupiter, deduite par Newton de Tetude des 
satellites, corrigee peu a j^eu par les progres des observa- 
teurs, calculee de nouveau par Bouvard a Faide des pertur- 
bations de Saturne, semblait fixee a de celle du Soleil. 
Les principes du calcul des chances permettaient de parier, 
suivant Laplace, 999308 contre i quo Ferreur n’est pas la 
centieme partie de la valeur trouvee. Quelle ostentation de 
consciencieux savoir! C’est 999308*'^, ni plus ni moins, que 
Fon peut risquer contre On aurait eu tort de risquer dix 
sous; on les aurait perdus; les perturbations de Junon Font 
prouve. Sans contester ce temoignage irreprochable de la 
petite planele, Poisson maintenait les principes. cc Les calculs 
de Laplace, ditdl, ont donne, avec une precision voisine de la 
certitude, une masse plus petite qu’elle n’est reellement. Cela 
ne provient d’aucune inexactitude dans les formules dont il a 
fait usage ; il y a lieu de croire que la masse de Jupiter, un peu 
trop petite, resulte de quelques termes fautifs dans Fexpression 
des perturbations. » PoinsoL, son spirituel adversaire, pour 
transformer Fapologie en epigramme, ne change rien au 
trait que Faccent : « Apres avoir calcule la probabilite d’une 
erreur, il faudrait calculer la probabilite d’une erreur dans 
le calcul. » 

Peut-on, par des combinaisons habiles, s’assurer sur les 
resultats d'observations imparfaites, puisees a des sources 
douteuses? Onlepeut, repond la theorie, pouj'Qu qu'oii n' ait 
pas a craindre d^erreurs constantes, Le calcul echouera, 
repond le bon sens. Les deux reponses sonL d’accord. 
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Lorsqu’cn 1761, apres soixante-dix annees d’attente, les 
aslronomes de lous les pays distribuerent sur la portion du 
globe designee par Halley plus de cent observateurs du 
passage de Venus, -- la crainte du mauvais temps et I’emula- 
tion du zele pour la Science en accrurent ainsi le nonibre, — 
on croyait la methode infaillible, et deux observateurs soi- 
gneux, Halley I’avait prouve, pouvaient sans aucun associe 
donner la parallaxe exacte au centieme de seconde. 60 ob- 
servations, au lieu de 2, faisaient esperer par leurs combi- 
naisons 1770 determinations identiques. La deception fut 
grande; les resultats variaient entre 7" et 1 1". En combinant 
1 5 observations europeennes avec celle du Cap de Bonne- 
Esperance, Short trouva une moyenne de 8", 47 - L’obser- 
vation de Tobolsk, coinbinee avec i 5 autres, donnait 9", 56 ; 
en en supprirnant 4 j d restait 8", 69. Ces 4 observations, 
2 de Stockholm et 2 de Tornea, comparees a celle de Tobolsk, 
auraient donne plus de x 1". L’operation etait a refaire. Rien 
ne fut epargne en 1769, le succes fut pared. En combinant 
les observations sans regie et sans methode, les calculateurs 
du xviix' siecle n’en purent montrer quel’incertitude. Encke, 
en 1822, voulut reprendre dans leur ensemble les resultats 
des deux expeditions, et, par un prodigieux travail, appli- 
quant dans toutes ses prescriptions la methode des moindres 
carres, il obtint 8", 6776. L’erreur probable etait o", 0870. 

Cette expression d^ei'reur -probable exige une explication : 
I’erreur probable est celle qu’il y a chance egale d’atteindre 
ou de ne pas atteindre; de celle-lk, nous I’avons dit, on 
deduit toutes les autres. Contre une erreur huit fois plus 
grande il n’y a pas, dit la theorie, i chance sur i million. 
C’est justement celle-la qui s’est produite. La parallaxe, 
aujourd’hui bien connue, surpasse le resultat d’Encke de 
huit fois son erreur probable. Tous ces calculs devaient 6lre 



LES LOIS DU H4SARD. 


XLI 


steriles, rien ne garantissait contre les causes conslantes, et 
le nombre des observations douteuses n’etait pas assez grand 
pour assurer une compensation. 


IV. 

Tout semblait debattu sur les universaux, et tout oublie. 
M. Quetelet, sans reveiller ce vieux probleme, a cru serieu- 
sement le resoudre, et, dans un livre riche de faits judicieu- 
sement recueillis, a voulu definir et preciser le mot homme 
independamraent deshommes particuliers consideres comme 
accidents. Sans discussion ni subtilites, le patient auteur 
attribue a son type, par definition, la moyenne de chaque 
element variable d’un homme a I’autre. En relevant, par 
exemple, les tallies de 20000 soldats, on a trouve pour 
moyenne i“, 7.); telle est la taille de I’homme moyen; au- 
tour d’elle, dans la serie des mesures, se groupent les tallies 
plus grandes ou plus petites, exactement graduees suivant la 
loi des ecarts. Rien ne distingue les tallies des conscrits des 
mesures qu’un observateur tres maladroit aurait prises 
20000 fois de suite sur un m^me homme de i“, 75, avec 
des instruments bien grossiers, il faut le supposer, mais cor- 
riges de toute erreur constante. 

M. Quetelet, dans ce rapprochement, voit une identite; 
nos tallies inegales sont pour lui le resultat des mesures tres 
mal prises par la nature sur un modele immuable, qui, seul, 
r^vele tout son savoir. i”, 75 est la taille normale; pour 
avoir un peu plus, on n’en est pas moins homme, mais ce 
qui manque ou depasse pour chacun est erreur de nature et 
monstruosite. 

Abailard, si habile 4 raisonner des choses, aurait r 6 duit 
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rargumont en forme, mais on ne remue plus de telles subti- 
lites. M. Quetelet, sur ce vieuY champ de bataille des ecoles, 
n’a renconlro ni defenseurs ni adversaires. 

La these a cependant plus d’un inconvenient. L’homme 
ideal, dit-on, represente en toute chose la moyenne de I’hu- 
manite. Cola parait tres simple et tres clair, mais ces details, 
deflnis par regie et par compas, comment s’ajustent-ils? La 
hauteur de la tete, par exemple, pourra, pour Thomme 
moyen, se calculer par deux mcHhodes : on peut prendre la 
moyenne des longueurs, ou, pour chaque individu, le rap- 
port de la tete a la hauteur du corps, puis la moyenne de 
ces rapports. Les resullats sont differenls : comment les 
accorder? 

Grave difficulte et inevitable ecucil! Pour le montrer avec 
evidence, cherchons entre deux spheres la sphere moyenne; 
Tune a pour rayon i; nous choisirons les unites de maniere 
k representer egalement la surface et le volume par i. La 
seconde sphere a, je suppose, pour rayon 3 , pour surface 9 
cl pour volume 27; ces chiffres sonl forces. Les moyennes 
2, 5 et i 4 sont incompalibles; une sphere de rayon 2 aurait 
pour surface 4 et pour volume 8 tres exactement; aucune 
concession n’est possible, nulle sphere n’est difforme. Un 
homme malheureusement peut I’etre, et M. Quetelet en pro- 
file; en associant le poids moyen de 20000 consents a leur 
hauteur moyenne, on fera Thomme type ridiculement gros 
et, quoi qu’en ait pense Reynolds, un mauvais modele 
pour un peintre. Get artiste eminent, dans ses legons sur les 
Beaux-Arls, avail, avant Quetelet, signale dans I’homme 
moyen le type de la heaute parfaite. Si tel etait le cas, a dit 
Sir John Herschel, la laideur serait I’exception. Je n’en 
apergois pas la raison. Aucun trait de la heaute parfaite ne 
serait rare; distribu^s sans convenance, ils seraient sans m6- 
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rite. L’harmonie fait la gr&ce. Le hasard appellerait sans 
doutc pen d’elus, et, n’en deplaise a Sir John Hei’schel, dans 
les assemblages incoherents, si la laideur formait I’exception, 
le grotesque deviendrail la regie. 

Dans le corps de I’homme moyen, I’auteur beige place 
une ame moyenne. II faut, pour resumer les qualites mo- 
rales, fondre vingt niille caracteres en un seul. L’bomme 
type sera done sans passions et sans vices, ni fou ni sage, ni 
ignorant ni savant, souvent assoupi : e’est la moyenne entre 
la veille et le sommeil; ne r^pondant ni oui ni non; mediocre 
en tout. Apres avoir mange pendant trente-huit ans la ration 
moyenne d’un soldat bien portanl, il mourrait, non de vieil- 
lesse, mais d’une maladie moyenne que la Statislique reve- 
lerait pour lui. 


V. 

L’applicalion du calcul aux decisions judiciaires est, dit 
Stuart Mill, le scandale des Mathematiques. L’accusation est 
injuste. On peut peser du cuivre et le donner pour or, la 
balance reste sans reproche. Dans leurs travaux surlatheorie 
des jugements, Condorcet, Laplace et Poisson n’ont pese que 
du cuivre. 

La reunion, quelle qu’elle soit, qui peut juger bien ou 
mal, est remplacee dans leurs etudes par des urnes od I’on 
puise des boules blanches ou noires. « On peut, dans plu- 
sieurs cas, — a dit Laplace, le plus grand des trois, le moins 
imprudent, et incomparable aux deux autres, — rdsoudre 
des questions qui ont beaucoup d’analogie avec les questions 
qu’on se propose, et dont les solutions peuvent ^tre regar- 
dees comme des approximations propres d nous guieje? et , 
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a nous garantir des erreurs et des dangers auxquels les mau- 
vais raisonnements nous exposenl. Une approximation Lien 
conduite est toujours preferable aux raisonnements les plus 
specieux. » 

Rien n’est plus sage : les bonnes approximations valent 
mieux que les mauvais raisonnements; mais il n’y a, raalgre 
cela, moyen ni apparence de les reduire en acte pour rendre 
la justice meilleure que les juges. On pent assurement sup- 
poser le nombre des boules noires egal a celui des jugements 
mal rendus, les deux problemes n’en restent pas moins fort 
dilferents et, pour tout dire, sans analogic. 

Un juge, supposons-le, se trompe une fois sur dix. Con- 
dorcet et Poisson I’assimilent a une urne contenant 9 boules 
blanches et 1 noire. Le sort des accuses resterait-il le 
m^me? 

Sur 1000 epreuves, la boule noire sortira too fois, tout 
comme, sur 1000 jugements, 100 seront mal rendus. Les 
nombres se ressemblent, tout le reste differe. Quand un juge 
se trompe, c’est que le cas sans doute est complexe et ardu. 
On condamne coup sfir le coupable qui avoue, on acquitte 
en hesitant celui que Ton n’a pu convaincre; les 100 boules 
noires de I’urne se montreront le meme nombre de fois, 
mais tout autrement. Cpndorcet repondrait peut-6tre que 
pour la soci^te, qui seule I’interesse, le dommage et I’alarme 
resteraient les m^mes et qu’ils dependent du nombre des 
crimes impunis et des innocents declares coupables. Mais 
une autre objection est sans r^plique : I’independance des 
tirages est supposee; les urnes, dans les calculs, echappent 
^ toute influence commune. Les juges, au contraire, s’eclai- 
rent les uns les autres, les m^mes faits les instruisent, les 
m^mes l^moignages les troublent, les m^mes sollicitations 
les tourmentenl, la m6me eloquence les egare, c’est sur les 
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memes considerants qu’ils font reposer la verite ou I’erreur. 
L’assimilation est impossible. 

« Condorcet a pris possession de I’univers moral pour le 
soumeltre au calcul. » C’est la louange qu’on lui a donnee ; 
on s’est demande si c’est apres I’avoir lu. Dans son Livre sur 
La probability des jugements, il se propose d’abord deux 
problemes. Premierement : Quel est, pour chaque jugement 
et pour chaque juge, la probabilite de rencontrer juste? En 
second lieu : Quelle est la probabilite d’erreur a laquelle la 
societe peut se resigner sans alarmes? 

La premiere question lui semble facile. 

« Je suppose, dit Condorcet, que Ton ait choisi un nombre 
d’hommes veritablement eclaires et qu’ils prononcent sur la 
veril6 ou sur la faussete de la decision. Si, parmi les deci- 
sions de ce tribunal d’examen, on n’a 6gard qu’a celles qui 
ont obtenu une certaine plurality, il est ais6 de voir qu’on 
peut, sans erreur sensible, les regarder comme certaines. » 

C’est un concile infaillible, tout simplement, qu’il definit 
et pretend convoquer. Sans douter, il hesite; non que les 
hommes veritablement eclaires soient rares, gardons-nous 
de le croire, mais leur temps est precieux; pour I’^pargner, 
Condorcet propose une seconde methode dont Poisson, plus 
tard, n’a pas apergiu I’illusion. La probabilite d’erreur etant 
supposee pour un jure, on peut, en augmentant leur nombre, 
la diminuer sans limite pour I’ensemble. L’instrument est 
trouve, on n'a plus qu’i choisir. « Que I’on compte, dit 
Condorcet, combien il perit de paquebots sur le nombre de 
ceux qui vont de Calais a Douvres, et qu’on n’ait egard qu’k 
ceux qui sont partis par un temps regard^ comme bon par 
les hommes instruits dans la navigation. 11 est clair qu’on 
aura, par ce moyen, la valeur d’un risque que, pour les 
autres comme pour soi, on peut negliger sans imprudence^ », 
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Prefere-t-on le danger de perir au Pont-Sainl-Esprit, quand 
on descend le Rhdne de Lyon k Avignon? Les bonnetes gens 
s’y exposenl sans frayeur. Veut-on, pour le faire court, la 
probabilite II ne faut que dire oui. Je n’invente ni 

n’exagere. Dans une assemblee de 65 volants, on exigera la 
majorite de 9 voix. Deux conditions seulement sont sup- 
posees : chaque juge, isolemcnt, ne doit se troniper qu’une 
fois sur cinq. En jugeant la meme cause, le raisonnement 
propose le suppose, ils ne doivent pas non plus etre exposes 
aux memes chances d’erreurs. 

Lorsque, B ans plus tard, Condorcet preferait le poison 
a une justice suspecte, s’il eut pu s’assurer en des juges cou- 
rageux et bonnetes, il n’en aurait pas exige 65. 

Laplace aborde tres modestement le probleme des juge- 
ments : « La probabilite des decisions d’une assemblee 
depend, dit-il, de la pluralite des voix, des lumieres et de 
I’impartialite des juges. Tant de passions et d’intdr^ts parti- 
culiers melent si souvent leur influence qu’il est impossible 
de soumettre le resultat au Calcul des probabilites. » II I’y 
soumet pourtant, et Poisson, en fondant, dans son Livre, sur 
des principes certains, des applications a peine douteuses, 
a cru suivre son illustre exemple. Laplace chercbe d’abord, 
pour les assemblees, le meilleur systeme de vote. II est rare 
que I’on puisse, en rcpondant oui ou non, exprimer toute 
son 'opinion. Plusieurs propositions, presque toujours, sont 
relatives aux m^mes olijets. Le calcul, suivant Laplace, ne 
conseille pas de les mettre aux voix successivement. Voici ce 
qu’il faut faire : chaque votant recevra un nombre illimite 
de boules, et Ton passera, pour recueillir les votes, autant 
d’urnes qu’il y a d’opinions en presence, en invitant chaque 
votant i verser dans chaque urne un nombre de boules pro- 
portionnel la probabilite qu’il attribue a la proposition 



LES LOIS DU HASARD. 


XLVII 


correspondante. Docile a la theorie dii probabilisme, chacun 
resistera a la tentation de verser sa provision tout entiere 
dans I’urne favorable a Topinion qui lui agree le plus. 

Les assemblees n’ont pas tenle I’epreuve; elles cherchent 
le sur, comme Pascal, le probable ne leur suffit pas. 

Laplace, reprenant une idee de Condorcet, cherche dans 
le compte des votes concordants ou discord ants des divers 
juges la chance qu’ils ont de prononcer juste. Se separant 
pourtant de Condorcet sur un point de grande importance, 
il fait varier cette probabilite d’une cause a I’autre, mais la 
fait, dans chaque cause, egale pour tous les juges; la seule 
donnee introduite est le nombre des juges favorables a chaque 
opinion. Si un jury de douze negres prononce sur le vol 
d’une banane, la probabilite de bien juger sera, d’apres la 
formule, precisement la mfime, a majorite egale, que pour 
douze conseillers a la Cour de cassation decidant une ques- 
tion de droit. 

La probabilite, dans les calculs de Poisson, reste la m^me 
pour toutes les causes; il n’ignore pas qu’elle pent varier, 
mais il croit obtenir, sans doute, une de ces approximations 
bien conduites dont parle Laplace. 

Une urne contient des boules noires ou blanches; la pro- 
portion est inconnue; il suffira, pour la decouvrir, de faire 
un grand nombre de tirages. Le rapport du nombre des 
boules blanches sorties au nombre total des tirages fera con- 
naitre leur proportion dans Turne. La verite, malheureuse- 
ment, aussi differente de I’erreur que la couleur blanche Test 
de la noire, ne s’en distingue pas si facilement. 

Supposons, en second lieu, deux urnes en presence. On 
ignore la proportion des boules noires ou blanches, et, a 
(jhaque tirage, on fait connaitre, non la couleur des boules, 
mais leur accord seulement ou leur disaccord. On ne*pourria 
B. d 
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par de telles epreuves, si souvent qu’elles soient repetees, 
determiner la composition des urnes, mais seulement ren- 
fermer le doute dans des limiles plus ou moins etroites. 

En consultant Irois urnes au lieu de deux, le probleme se 
resout exactement. Si, tirant une boule de chacune, on sait 
quelles urnes s’accordenl a donner meme couleur, I’^preuve, 
suffisamment repetee, fera connaitre, avec telle probabilite 
qu’on voudra, la composition des trois urnes, sans distinguer 
toutefois les cas od les noires seraient cbangees en blanches, 
et reciproquement. 

Poisson et Cournot substituent aux trois urnes les trois 
juges d’un mime tribunal. Si Pierre, Paul et Jacques pro- 
noncent sur un grand nombre d’affaires, on pourra, sans 
savoir si leurs decisions sont justes ou injustes, connaitre 
leurs differences d’opinion. La formula qui revele les boules 
blanches des urnes s’appliquera aux chances de bien juger, 
en repoussant toutefois, pour chaque magistrat, la proba- 
bility de se tromper plus d’une fois sur deux. Mieux vaudrait 
sans cela, apres avoir vu, lu, relu, paperasse et feuillete les 
pilces du proces, jouer, comme faisait Bridoye, la sentence 
d trois des. 

Les deux problemes assimiles par Poisson sont, en realite, 
tres differents. Si Pierre et Paul s’accordent souvent contre 
Jacques, il peut se faire qu’ils aient, sur certains cas douteux, 
une opinion pareille et que, en la repoussant, Jacques com- 
prenne mieux la loi. Peut-etre Pierre et Paul montrent-ils 
pour certains plaideurs une meme indulgence, pour d’autres 
une Igale.rigueur. Pour Itre plus eclaire, plus droit, plus 
impartial, Jacques alors serait diffame par la formule. Si 
Paul, quand un de ses collegues a opine le premier, n’a pas 
la hardiesse de le contredire, la formule y verra une preuve 
de son myrite. Est-elle digne de confiance? Sans s’arrlter k 
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des difficultes aussi visibles, Poisson n’a pas craint d’assigner, 
pour un jure pris au hasard, la probabilite de decider juste. 
D’apres I’ensenable des documents interpretes par ses calculs, 
chaque jure, en France, se trompe une fois sur trois. G’est 
beau coup : Coiidorcet n’en demanderait pas da vantage. 
Quelques centaines de ces jures sans lumieres lui suffiraient 
pour promettre, au nom de la Science, aux accuses innocents 
toute la securite d’un joyeux touriste qui, par un temps 
serein, s’embarque sur une mer sans ecueils. 


VI. 

L’action libre des etres humains, celle aussi des animaux, 
quoi qu’en ait dit Descartes, m^le a I’enchainement des effets 
et des causes un Element inaccessible au calcul. La liberte 
du choix produit, a parler rigoureusement, les seuls cas 
fortuits. 

Les lois du hasard etendent plus loin leur domaine. Un 
homme agite un cornet, lance les des, doucement ou avec 
force, k droite ou i gauche, use sans conlrainte de son libre 
arbitre; il am^ne sonnez i fois sur 36. 

On substitue au bras de chair des organes de cuivre et 
d’acier. Une machine jette les des, les ramasse, les lance 
encore, mue par la force aveugle d’un ressort entretenue par 
d’autres ressorts. Tout est determine; un geometre calcule i 
I’avance la succession des points. La formule donne sonnez 
r fois sur 36. 

Tous les soldats d’une nombreuse armee sont appeles tour 
i tour k dire un nombre moindre que 7 , le premier venu. 
Dans leurs r^ponses, inscrites deux par deux, on rencontre 
deux 6 I fois sur 36. , , 
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D’ou vient cela? Les lois du hasard genent-elles la liberte 
des efforts musculaires? reglent-elles Tordonnance d’un me- 
canisme aveugle? troublent-elles le caprice de looooo ima- 
ginations qui les ignorent? II n’en est pas ainsi. Si Ton 
influence la volonte de ces hommes; si le mecanicien, rebelle 
li la loi de Bernoulli, prend plaisir a la mettre en defaut; si le 
joueur de des s’y applique avec ou sans adresse, toutes nos 
assertions seront fausses. A tout effort le hasard est docile; 
sans souci de la regie, il suit les gros bataillons. 

Le hasard est sans vertu : impuissant dans les grandes 
affaires, il ne trouble que les petites. Mais, pour conduire 
les faits de nature a une fin assuree et precise, il est, au 
milieu des agitations et des varietes infinies, le meilleur et le 
plus simple des mecanismes. Les vapeurs s’elevent, les vesi- 
cules se ferment, les nuees s’epaississent, les vents les dis- 
persent, les melent, les entre-choquent, engendrent la tem- 
pete et la pluie ; ie hasard conduit tout sans surveillance ni 
deliberation aucune, et, precisement parce qu’il est aveugle, 
il remplit le lit de tous les fleuves, arrose toutes les cam- 
pagnes et donne a chaque brin d’berbe sa ration necessaire 
de gouttes d’eau. 
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CHAPITRE I. 

ENUMERATION DES CHANCES. 


On oshmc la probabilite d un evencmenl par le nombre 
de-* ta> favorables divise par le nouibrc dcs chs po&siblps 
La difficuUe nc eonsistp quc dan!» I’enumcration des cas 
Lagrange 

1. Definition de la probabilite. L'egalite des chances est supposee dans la defini- 
tion. — 2- Exemple d’une enumeration incorrecte. — 3. Autre exemple. — 
4. Le nombre des cas ne doit pas etre lofini. Contradiction resultant de I’oubli 
de cette condition, — 5. Second exemple. — 6 Troisieme exemple. — 7. Qua- 
tridrne exemple. — 8, 9, 10, 11, 12, 13. Solution de quelques problemes par 
Penumeration des chances. — 14. Pretendu paradoxe du chevalier de Mere. — 
15. Combien faut-il tenter de coups pour obtenir une probabilite donnee de 
produire au moins une fois un evenernent dont la probabilite est connue? — 
10. Probleme du jeu de rencontre. — 17. Problemes relatifs aux tirages de boules 
num^iotees sans les remeitre apres chaque tirage. — 18. Probleme relatif au 
depouillement d’un scrutin de ballottage. — 19. Une urne contient des boules 
numerotees, quelle est la probabilite pour que sur n tirages la somme des 
points tires ait une valeur donnee. — 20. Application au cas de trois d^s. 


1. La probability d’un dvenement est estimee par I’enumera lion 
•des cas favorables, rapprochee de celle des cas possibles. 

On parie, en jetant un de, qu’il montrera le point 4* Le de a 
six faces : six cas sont possibles, un seul est favorable. La proba- 
bility est C’est une dyfinition. 


B. 
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On jette deux des; les six points du premier, en s’associanl aux 
six dll second, peuvent former Irenle-six combinaisons : la pro- 
babilile d’amener Line d’entre elles, double deux par example, 
est gj-. 

La probabilile d’amener 3 et 4 est ^ : chacun des des poiivant 
donner 3 lorsque I’autre donne 4? J ^ deux combinaisons favo- 
rabies 3 et 4? 4 et 3; on leur donne le meme nom, 3 et 4? mais 
elles sont reellement distinctes. 

La probabilile dun e^enement est le rapport du nombre des 
cas favorables au nombre total descas possibles. Line condition 
est sous-entendue : tons les cas doivenl etre egalement possibles. 
La definition, sans celte restriction, n’aurait aucun sens, llpeutse 
faire qiie I’evenement arrive, il se pent aussi qii’il n’arrive pas; ce 
sont deux cas possibles, nn seul est favorable. Toiite probabilile 
serail done L’erreur est grossi^re. Alembert a eleve I’objec- 
lion et refuse de passer outre. 

Avant de compler les chances, il faut conslaler qu’elles ont 
in^me vraisemblance. 

2. Trois coffrets sont d’apparence idenlique. Chacun a deux 
liroirs, chaque tiroir renferme une medaille. Les medailles du 
premier cofiret sont en or; celles du deuxi^me coffret en argent; 
le Iroisicme cofiret contient une medaille d'or et une medaille 
d'argenl. 

On choisit un coffret; quelle est la probabilile pour trouver, 
dans ses liroirs, une piece d’or el une piece d’argent? 

Trois cas sont possibles et le sont egalement puisque les trois- 
coffrets sont d’apparence idenlique. 

Un cas seulenient est favorable. La probabilile est 

Le coffret est choisi. On ouvre un liroir. Quelle que soil la 
medaille qii’on j trouve, deux cas seulement restent possibles. Le 
tiroir qui reste ferme pourra contenir une medaille dont le m^tal 
diffi^re ou non de ceiui de Ja premiere. Sur ces deux cas, un seul 
est favorable au coffret dont les pieces sont differentes. La proba- 
bilite d’avoir mis la main sur ce coffret est done 

Comment croire, cependant, qu’il suffira d'ouvrir un tiroir 
pour changer la probabilile et de | Telever k |? 

Le raisonnement ne peut ^ire juste. Il ne Test pas en effel. 
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Apres I'oiiverture du premier liroir deux cas resLent possibles. 
Sur ces deux cas, un seul est favorable, cela estvrai, mais les deux 
cas n’onl pas m^me vraisemblance. 

Si la piece qu’on a vaie est en or, Taiilre pent ^tre en argent, 
mais on aurail avanlage a parier pour qii’elie soil en or. 

Supposons, pour en faire paraitre I’evidence, qu’au lieu de trois 
colFrets on en ait trois cents. Cent conliennent deux medailles 
d’or, cent deux medailles d’argent et cent une inedaiile d’or et 
line medaille d’argent. Dans cliaque cofFret on ouvre un tiroir, on 
voit par consequent Irois cents medailles. Cent d’enlre elles sont 
en or et cent en argent, cela est certain; les cent autres sont dou- 
leuses, elles appartiennent aux cofFrets dont les pieces ne sont pas 
pareilles : le hasard en reglera le nombre. 

On doit s’attendre, en ouvrant les trois cents tiroirs, a y voir 
moins de deux cents pieces d’or : la probabilite pour que la pre- 
miere qui se presente appartienne a Pun des cent cofFrets dont 
Pautre piece est en or est done plus grande que 

3. Supposons, pour second exemple, que Pierre et Paul joiient 
aiixboules; celui (jui placera la boule la plus rapprochee du but 
gagnera. Ils sont egalement habiles; mais Pierre a deux houles a 
jeter, Paul n’en a qu’une. Quelle est la probabilite pour que Pierre 
gagne? 

Sur trois boules jetees par des joueurs eg.ilement liabiles, Pierre 
en a deux. La probabilite de gagner est pour lui 

Ne pourrait-on pas dire cependant : 

Chacune des boules dc Pierre pent ^tre meilleiire ou moins 
bonne qne la boule de Paul; qiialre cas sont done possibles. Sur 
les quatre, un seul fait perdre Pierre, celui ou ses deux boules 
sont Tune et I’autre moins bonnes que celle de Paul, les trois 
autres cas lul sont favorables. La probabilite de gagner, pour 
Pierre, est |. 

L’enumeration eat exacte, mais les cas n’ont pas ni^me vrai- 
semblance. 

Paul a de bons et mauvais coups. Si la boule qu’il a lancde 
I’emporte sur la premiere boule de Pierre, il est a croire, sans 
rien savoir de plus, qu’elle n’est pas parmi les mauvaises. La 
chance pour qu’elle soit moins bonne que la seconde boule de 
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Pierre est diminuee. Parml les quatre cas possibles, ceax dans 
lesqiiels Pierre vaincu dans un coup est vainqueiir dans I’autre 
sont moins vraisembJables que ceux dans lesquels ses deux boules 
ont le m^me sort. 

4 . Une reniarque encore est necessaire : I’infini n’est pas un 
nombre; on ne doit pas, sans explication, I’introduire dans les 
raisonnements. La precision illiisoire des mots pourrait faire 
naitre des contradlclions. Cboisir au hasard^ entre un nombre 
infini de cas possibles, n’est pas une indication suffisante. 

On dernancle, par exemple, la jirobabilite pour qii’un nombre, 
enlier ou fractionnaire, commensurable on incommensurable, 
choisi au kasard enire o et loo, soit plus grand que 5 o. I. a 
reponse seinble evidente : le nombre des cas favorables est la 
moitie de celui des cas possibles. La probabilite est 

Au lieu du nombre, cependant, on peut cboisir son carr^. Si le 
nombre est compris entre 5 o et lOO, Je carre le sera entre ^Soo 
el loooo. 

La probabilite pour qu’un nombre choisi au hasard entre o 
et loooo sui'passe 2000 sembie evidente ; le nombi^e des cas favo- 
rables esl les trois quarfs du nombre des cas possibles. La pro- 
babilite est f. 

Les deux jmoblemes sont identiques. D'ou vient la difference 
des ref)onses? Les enonces manquent de precision. 

Les contradictions de ce genre peuvent etre multi pliees a 
rinfini. 

o. On trace au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la 
prol)abilite pour qu’elle soit plus petite que le cote du triangle 
equilateral inscrit? 

On peut dire : si Pune des extremit6s de la corde est connue, ce 
renseignement ne change pas la probabilite; la sjmetrie du cercle 
ne permet d’jattaclier aucune influence, favorable ou defavorable 
a Parrivee de I’evenement demande. 

L’une des extr^mites de la corde etant connue, la direction doit 
etre regime par le hasard. Si Ton trace les deux cdt^s du triangle 
equilateral ajant pour sommet le point donne, ils forment entre 
eux et avec la tangente trois angles de 60°. La corde, pour etre 
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plus grande que le c6te du triangle equilateral, doil se trouver 
dans celui des trois angles qui est compris entre les deuK autres. 
La probabilite pour que le hasard entre trois angles egaiix qui 
peuvent le recevoir le dirige dans celui-la semble, par definition, 
%ale k f 

On peut dire aussi ; si Ton connait la direction de la corde, ce 
renseignement ne change pas la probabilite. La symetrie du cercle 
ne peimet d’y atlacher aucune influence, favorable ou defavorable 
a Tarrivee de Tevenement deraande. 

La direction de la corde etant donnee, elle doit, pour 4tre plus 
grande que le c6le du triangle equilateral, couper I’un ou Pautre 
des rayons qui composent le diamelre perpendiculaire, dans ia 
moitie la plus voisine du centre. La probabilite pour qu’il en soit 
ainsi semble, par definition, egale a j. 

On peut dire encore : choisir une corde au hasard, c’est en 
choisir au hasard le point milieu. Pour que la corde soit plus 
grande que le o6le du triangle equilateral, il faut et il suffit que 
le point milieu soit a uue distance du centre plus petite que la 
moitie du rayon, c’est-a-dire a Pinterieur d’un cercle quatre fois 
plus petit en surface. Le nombre des points situes dans I’interieur 
d’une surface quatre fois moindre est quatre fois moindre. La pro- 
babilile pour que la corde dont le milieu est choisi au hasard soit 
plus grande que le cote du triangle equilateral semble, par defini- 
tion, egale a j. 

Entre ces trois reponses, quelle est la veritable? Aucune des 
trois n’est fausse, aucune n’est exacte, la question est mal 
posee. 


6. On choisit au hasard un plan dans Pespace; quelle est la 
probabilite pour qiPil fasse avec Phorizon un angle plus petit 

qiie-? 

On peat dire : toua les angles sont possibles entre o et la 


probability pour que le choix tombe siir un angle inferieur a 
est 


TU 

4 


On peut dire aussi : par le centre d’une sphere, menons un 
rayon perpendiculaire au plan en question. Choisir le plan au 



6 


C\LGUL DES PROBIBILITES. 


hasarcl, c’est choisir au hasard le point ou cette perpendiculaire 
perce la sphere. 

Pour que Tangle du plan avec Thorizon soil plus petit que 
il faul que la perpendiculaire coupe la sphere dans I’interieur 
dhine zone dont la surface est 

‘i7cR2 — cos = 4'::R2 sin^ ^ . 

Le rapport de la surface de cette zone a celle de la demi-sphere 
est 

2 sin^^ = 0,29. 

La probabilite est done 0,29. 

Celte question, comme la precedente, est mai posee et les deux 
reponses contradictoires en sonl la preiive. 

7 . On fixe au hasard deux points sur la surface d\ine 'sphere; 
quelle est la probabilite pour que leur distance soil inferieure 
a 10'? 

Le premier point peut ^tre suppose connu, la position qu’il 
occupe, quelle qu’elle soit, ne change rien ^ la probability cher- 
chee, 

Le grand cercle qiii reunit les deux points peut elre ega lenient 
suppose connu, les chances possibles sont les memes dans toutes 
les directions. Si Ton partage ce cercle en 2160 arcs de 10 '. de ma- 
niere que le point commun soit un point de division, les points 
si Lues dans les deux arcs separes par le point donne remplissent 
senls la condition demandee : la probabilite est done = 75^. 

On peut dire aussi : le premier point etant connu, pour que le 
second soit a une distance moindre que 10', il faut qu’il soit situe 
dans line zone dont la surface est 

4tcR 2 sin2 5 '= 4nR^ 

2160 

Le rapport de la surface de celle zone a celle de la sphere est 

0,0000042308 = f 

236362 

plus de deux cents fois plus petite que • 
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Les probabilites relatives a la distribution des etoiles, en les 
snpposant semees au hasard sur la sphere celeste, sont impos- 
sibles k assigner si la question n’est pas precisee davantage. 

8. L’application direcLe de la definition, iorsque les oas pos- 
sibles sont en nombre determine et d’egale vraisemblance, est 
soiivent, au contraire, un probleme facile appartenant a la theorie 
■des combinaisons. 

Probleme I. — On jette une piece de monnaie n fois de 
suite > Quelle est la probabilite pour que pile el face se sue- 
cedent dans un ordre assigns? 

Pile et face, a chaque epreuve, sont egalement possibles. Toutes 
les successions presentent des chances egales. Leur nombre, pour 
n ^preuves, est 2", car chaque jet nouveau presente deux, cas pos- 
sibles qui, Pun et Pautre, peuvent s’associer a chacune des combi- 
naisons precedentes, dont le nombre est par consequent double. 
Parini ces 2" combinaisons, une seule est demandee. La proba- 
bilite est^. L’arrivee de face ou de pile est prise ici comme le 

type d’un eveneiiient donl la probabilite est 

La probabilite de voir, a la roulette, la rouge et la noire se suc- 
ceder dans un ordre assigne serait exactement la m^me. 

Quelle est, par exemple, la probability pour que, la rouge se 
montrant au premier coup, la couleur change sans interruption a 
chacun des 29 coups suivants? 

Ln probability est 

=0,00000000093133. 

La probability pour que, pendant les trente premiers coups, la 
rouge et la noire se succedent sans que la mdme couleur sorte 
deux fois de suite est double de la precedente. La suite alternee 
pent commencer par rouge on par noire. Gela fait deux cas pos- 
sibles. 

9. Probleme II. — Quelle est la probabilite pour obtenir 
avec un de d six faces n fois de suite le point 3 ? 
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A chaqiie jet, six cas sont possibles et peuvent s’adjoindre a 
chacune des coinbinaisons precedentes, dont le nombre est ainsi 
sextuple. Le nombre des combinaisons possibles sur n epreuves 

est done 6 "; une seule est demandee, elle a pour probabilite ^ • 


10. PaoBLEME III. — Quelle est la probabilite pour amener 
a^ec deux des une somme de points egale d j? 

Le nombre des cas possibles quand on jetie deux des est 36. 
La somme 7 pent etre obtenue par 6 et i , 5 et 2 , 4 3. Chacune 

de ces manleres represente deux cas; 6 et i, par exemple, pent 
resulter de 6 donne par le premier de avec i donne par le second, 
on de I donne par le premier avec 6 donne par le second. 

Sur 36 cas possibles, 6 sont favorables ; la probability est ~ 
oil f 


11. Probleme IV. — Quelle est la probabilite pour amener 
avec deux des n fois de suite le point 7 ? 

Le nombre des combinaisons possibles sur n epi-enves faites 
avec deux des est 36'*. 

Chacune des six combinaisons qui, ^ chaque epreuve, peuvent 
amener la somme 7 , en s’associant a toutes les precedentes, mul- 
tiplie par 6 le nombre des cas favorables. Le nombre total de ces 
cas pour les n epreuves est done O'*. La probabilite, rapport du 
nombre des cas favorables a celui des cas possibles, est 

6^* I 

36 » * 

♦ 

12. PaoBEEME V. — Quelle est la probabilite, en jetant deux 
des, pour avoir une somme de points egale ^8? 

La somme 8 pent ^tre comme la somme 7 , obienue de trois 
manieres ; 6 et 2 , 5 et 3, 4 4 ; mais ces trois mani^res repry^ 

sentent cinq cas et non six. Le doublet 4 6 t 4 ne peutse produire, 
en effet, que si les deux dy.s donnent 4 . Le nombre des cas pos- 
sibles est 5 et la probability est 
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13. Probleme VI. — Quelle est la prohabilite, en jetant 
rhux des trols fois de suite, pour amener une fois au moins un 
doublet. 


Le nombre des combinaisons possibles sur trois epreiives est 

36 ^ = 46656 . 

A chaque coup, six combinaisons sont des doublets, trenle n’en 
sont pas. Le nombre total des combinaisons qui ne contiennent 
aucun doublet est done, sur trois epreiives, 3o® ou 27000 . Le 
nombre des combinaisons qni contiennent un doublet au moins 
est 

3 G’ — 3 o*= 19656. 

La probabilite demandee est 


19656 

46656 


= 0,421296. 


14. Probleme Vll. — Quelle est La probabilite pour qu'en 
jetant deux des n fois de suite on amine sonnez au moms une 
fois? 

A chaque fois que I’on jette deux des, le nombre des associa- 
tions de points possibles est 36; 35, sur ces 36, sont autres que 
sonnez. 

Le nombre des combinaisons possibles en n coups est le 

nombre de celles dont sonnez est exclu est 35'^; le nombre des 
combinaisons qui contiennent une ou plusieurs fois sonnez est 

36 "— 35 ". 

La probabilite demandee est 

36 "— 35 "_ / 35 \«. 

36^^^ V36/ 

Si Ton veut que cetle probabilite soit -j, il faut determiner n 
par Inequation 

/ 35 \" I 



fO 

On en deduil 


Si Ton parie d’amener sonnez en 24 coups, les chances de perte 
i'eni portent sur celles de gain. C’est le contraire si Ton accorde 
0.5 coups. 

Le probleme precedent, propose a Pascal par le chevalier de 
Mere, a ete Poccasion des premieres rqcherches sur le Calcul des 
probabilites. 

c< Je n’ai pas le temps, ^crivait Pascal a Fermat, de vous envoyer 
la demonstration d’une difficulte qui etonnait fort M. de Mere; 
car il a iin tres bon esprit, mais il n’est pas geometre. C’est, 
comnie \ous savez, un grand defaut. Il me disait done qu’il avail 
IroLive difficulte sur les nombres pour ceLte raison : Si Ton entre- 
pi'end de laire 6 avec un de, il y a avantage de I’entreprendre par 
4 coups. Si Ton entreprend de faire sonnez avec deux des, il y a 
d^savantage de Tentreprendre en 24 coups, et n^anmoins 24 est 
a 36, qui est le nornbre des faces des deux des comme 4 ^st a 6, 
qui est le nornbre des faces d’un d4. 

» Voila quel etait son grand scandale el qui lui faisait dire 
hautement que les propositions n’etaient pas constantes et que 
I’Arithmetique se dement. » 

La reponse ne pouvait embarrasser ni Pascal ni Fermat. 

11 semble que I’exemple d’un de a deux faces, e’est-a-dire d’une 
piece de monnaie, aurait suffi pour ouvrir les yeux de Mer6. Sur 
I coup, avec une piece de monnaie, on pent parier sans avantage 
ni desavantage, d’amener une fois pile. Avec an d4 k six faces, 
M6re le savail, il y a avantage a entreprendre d’amener un point 
donne en 4 coups. La proportion est done en defaut, et la peti- 
tesse des nombres permet d’en apercevoir ais^ment la raison. 

Lorsque le nornbre des faces d’lin d6 s’accroit et lorsqiie I’on 
augmente le nornbre des tirages, le nornbre total des cas possibles 
et celui des cas qui contiennenl un point donne ne croissent pro- 
portionnellement ni au nornbre des faces ni k celui des coups. 

On pent s’en assurer soil par Texamen des cas les plus simples, 
soil par la recherche d’une formule. La premiere methode 6tait 
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/36 — /35 


r = 24,605. 
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setile accessible au chevalier de Mere, Pascal, en voulant liii 
expliquer Taiitre, a apergii son grand defaut : il n’elait pas geo- 
m^tre. 


IS. Probleme VIII. — La probabilite cLun evenement est 
combien faut il tenter (L epreuves pour que La probabilite de 
voir C evenement se produire au moms une fois depasse une 
fraction donnee r? 

Supposons qiie, dans une urne, soient conlenues m boules 
blanches et n boules noires, m el n elanl telles que 

m 

_ 

m-^ n ^ 


11 fauL chercher combien de tirages doivent ^Ire tenLes pour que 
la probabilite d’amener une boule blanche soil plus grande que/’. 

La boule sortie est remise dans I’urne apres chaque epreuve, de 
telle sorle que Ja probabilite reste, a chaque tirage, egale a p. 

Le nombre des combinaisons possibles, sur k epreuves, est 

(/?^ -h 

Je nombre de celles qui ne contiennent pas de boules blanches 
esl n*. 

Le nombre des combinaisons contenant une boule blanche au 
inoins est 

( w H- ri )^ — 


La probabilite demandee est done 


{m -k- n 
(m -t- n 


( 


n Y" _ 
m-h nj 


1— (i— 


Le nombre k des epreuves a tenter pour que cette probabilite 
soit egale a r est donne par Pequation 

I— (I —/?)*= r, 

d’ou 


Cette valeur de k n’esl pas, en general, un nombre entier. Pour 
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tin nombre cl’epreuves pins petit que A*, la probabllite de voir une 
boiiie blanche sortir sera moindre que r\ elle surpassera r si le 
nombre des eprenves est plus grand que k. 

Le chevalier de Mere se scandalisait de ne pas voir k inver.^e- 
ment proportionnel a /?. 

« Pourquoi, disait-il, pour p = k n’est-il pas six Fois plus 
grand que pour j9==^? )> 


La forniiile (i) sert de reponse pour les geometi-es ; elle montre 
que, pour de petites valeurs de p, la proportionnalite supposee par 
de Mere s’eloigne peu de la verite. 

On a, en eflet, 


l(i—p)=—p - ^ 


£l 

3 


Si p est tres petit, on pent supposer 


Le nombre k des eprenves est done, a tres peu pr^s, pour une 
valeur donnee de proportionnel a pourvu que p soit tres 


petit. 

On a, en supposant les logarithmes neperiens, ce qui est permis 
dans la formiile (i), dont cela ne change pas les rapports, 


l\ =— l<i = — 0,6931. 
l\ = — ^3 = — 1,0986, 

Z-jtj =— ^10 = — 2,3025, 

^Toir =— ^loo = — 4,6o5r, 
^ToVo =— ^1000 = — 6,9077, 

^To oo o = — ^ lOOOO = — 9,210. 


La formule (i) donne done les theoremes suivants : 

Si un cvenement a pour probabilite N ^tant assez grand pour 

qu’on puisse negliger — et prendre — ^ pour le logarithme nepe^ 
rien de 1 — le nombre des epreuves qu’il faut tenter pour 
acquei-ir les probabilites i, |, de voir I’^vdne- 



CHAP. I. — ENUMERATION DES CHANGES. 


l 3 


ruent se procluire au moins line fois est : 

0,(19 N 
1,098 N 
2 , 3023 IV 
4,(io5 jV 
6.907 N 
9.210 N 

On pent s’expliquer sans calcul comment, avec le nombre cles 
epreuves, la probabilite s’accroit pour clevenir rapidement une 
quasi-certitude. 

Le chevalier de Mere aurait accepte sans etonnement le premier 
chiffre du Tableau. Ilya chance egale, il I’avait reconnu, pour 
que sonnez^ dont la probabilite est arrive ou n’arrive pas en 
24 coups, environ. 24 est les | de 36, comme o^GgN est, a peu 
pres, les| de N. 

La proportion n’est pas exacte, mais approchee. 

Quand le nombre des Epreuves est 9 , 2 N, on j^eut le partager en 
1 4 groupes, environ, de OjdgN chacun. Celui qui a parie pour 
Parrivee de I’evenement une fois au moins en 9,2 N coups est dans 
le meme cas que s’il etait admis a renouveler quatorze fois une 
^preuve qui donne probabilite egale pour gagner ou pour perdre. 

Ne pas voir une seule fois I’arrivee de I’evenement est, pourlui, 
aussi peu vraisemblable que de perdre quatorze fois de suite a 
pile ou face. 

16. Probleme IX. — Quelle est la probabilite pour qiCen 
tirant n boules de suite dans une urne qui en contient p., mar- 
quees 1 , 2 , 3, . . . , p, ei remettant la boule sortie apres chaque 
tiragey k numeros designes soient sortis au moins une fois? 

Lorsque k est egal a i, un seul numero etant design^, le nombre 
des combinaisons qui le conliennent est 

(2) p."— (|X — 1)«. 

II faut, en effet, retrancher du nombre total des combinaisons, 
p'*, le nombre des combinaisons qui restent possibles quand le 
numero designe est laisse en dehors. 


Pour la probabilite 


9 9_ 
100 * 

99 9 
1900 

9999 

10000 ' 
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Pour avoir le nombre des combinalsons qui con liennent deux, 
numeros designes, iJ faiit retraucher de ( 2 ) le nombre des cornbi- 
naisons qui, ne conLenant pas le second, contiennent le premier; 
ce nombre est donne par la meme formula, dans iaquelle p. esL 
remplace par p. — i, 




Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs 
fois deux numeros designes est done 

( 3 ) — 2 )«. 

Pour avoir le nombre des combinaisons qui contiennent trois 
numeros designes, il faut, de (3), retrancher le nombre des com- 
binaisons qui, ne contenant pas le troisieme, contiennent les deux 
premiers. Ce nombre s’obtient en remplagant dans (3) p, par 
pi — I ; il est 

( — l)"— ( {A — 3)'^. 


Le nombre des combinaisons qui contiennent une ou plusieurs 
fois trois numeros designes est 

(4) 1^'^— 3({Ji — i)«-h3(|Jt — 2 )'*' — ({A — 3)'^. 

La melhode est generale. Le nombre des combinaisons qui con- 
tiennent k numeros designes est 

— fX — I)« 4- — 2)«. . . ± ( fX — A-)". 


En divisant ce nombre par p", nombre des combinaisons pos- 
sibles, on aura la probabilite deman dee. 

Si Ton suppose ^ = p., on aura la probabilite pour que n tirages 
fassent sorlir tons les numeros 


(5) 



liiiiZilVi — i V 

1.2 V ixj 


La suite contient a -j- i (erines. 
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Si et [A soiit grands, on a approximaLivement 



Ces formules d’approxinialii^n sont applicables aux premiers 
lermes de (5); les autres sont negligeables, el l^on pent represen- 
ter approximativenient la probabilite pour que tons les nuineros 
soient sortis en n li rages par 



17. Probleme X. — Une urne contient jjl boules marquees 
I, 2, 3, p. On les tire successivementj sans les remettre 
dans Vurne quand elles sont sorties. Quelle est la probabilite 
pour que, parmi k boules designees, aucune ne sorte d un rang 
egal au numero dont elle est marquee? 

Les coinbinaisons dans lesqnelles une boule designee n’est pas 
a son rang sont au nombre 

( 6 ) — 1 ). 

I^e nombre de ceJles dans lesqnelles deux boules designees ne 
sont ni Pune ni I’autre a leur rang s’obtiendra en retrancbant de 

(6) le nombre de ceUes dans lesqnelles, la seconde boule ^tant a 
son rang, la premiere, dans Tarrangement des p — i autres, ne 
serait pas au sien. Ce nombre s’obtient en remplagant dans (6) 
p par p — I ; il est 

1,2.3. — I ) — 1.2.3.. .([A— 2). 

Le nombre des combinaisons dans lesquelles deux boules desi- 
gnees ne sont ni Fune ni Fautre a leur rang est, par consequent, 

(7) 2.I.2.3...(fX — i)H-I.2.3...(|A~2). 
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Pour avoir le nombre des combinaisons dans lesquelles Lrois 
boules designees ne sont pas a leur rang, il faut retrancher du 
nombre (7) le nonibre des combluaisoiis dans lesquelles, la troi- 
bieme etant a son rang, les deux aulres ne sont pas aux leurs dans 
les [JL — 1 boules restantes. Ce nombre s’obtient en remplagant 
dans (7) p par p — i ; il est 

<8; 1 . 2 . 3 .. .({JL — I) — 2 . 1.2.3. ..([JL — 2)-4- i.2.3...([i. — 3). 


La difference avec (7) est 

1.2.3, ..[JL — 3.i.2.3...f[JL— i)-4-3.i.*2.3...(jjl — 2 ) — 1. 2 . 3. ..([2 — 3). 

La meihode est generale. Le nombre des combinaisons dans 
lesquelles k boules ne sont pas a ieur place est 

^ I.2.3...}X-- A-.I.2.3...([J.— IJ 

I 2 ) — ...±i*2.3...(fx — /c;. 

La probability pour qa’aucune des boules designees ne sorte a 
son rang est le quotient de (9) par le nombre i . 2 . 3 . . . p des com- 
binaisons possibles. 

En siipposant /r = p, on obtient la probability pour que, dans 
le tirage de toutes les boules, aucune ne sorte a son rang; elle est 


( 10 ) 


I 

1 . 2.3 


i 

1. 2,3 .4 


Le nombre des termes dont la loi est evidente est celtii des nu- 
meros de Fume augmente de un. 

Laserie (10), si on la prolongeait indyfiniment, representerait 
Si done p n’est pas un tres petit nombre entier, la probability 
devient, quel que soit le nombre des boules, tres voisine de 

” = 0 , 36787944 - 


La probability pour qu’un numero au moins sorte a son rang 
est 


I — - = 0,6321 2o55 
e ’ 
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Voici, dll reste, les valeurs, pour 

;a = [, *2 , . . . , 10, I r, 

de la probabilite a moins d’line demi-iinite du seplieme ordre 
decimal : 

Pi = 0.0000000, 

= o,5ooooon, 

Pz = o,333333S, 
pi ^ = 0.3750000, 

= 0,3666667, 

/•s = o,368o556, 

P’1 =0,3678571, 
yjg =0,3678819, 

/?9 = 0,3678792, 

/?i« = 0,3678795, 
p^i = 0,3678794. 

On voit done que, cl^s que p. est egai ou superieur a 9^ la diffe- 
rence entre P n^atteint pas un millioni^me. 


18. Probleme XL — Pierre et Paul sont souryiis a an scrutin 
de ballottage ; Vurne contient m bulletins favorables a Pierre, 
n facorables a Paul; m est plus grand que n, Pierre sera elu. 
Quelle est la probabilite pour que, pendant le depouillement 
du scrutin, les bulletins sortent dans un ordre tel que Pierre 
ne cesse pas un seal instant d avoir V avantage. 

Le nombre des combinaisons possibles est celui des arrange- 
ments de 772 4- 72 lettres, parmi lesquelles m semblables entre elles 
I'epresentent le nom de Pierre et les n autres, semblables aussi, 
representent le nom de Paul. 

Le nombre de ces arrangements est 

1.2.3. . .(/n -h n) 

1.2.3. . ./n. 1.2 .3. . .71 

Cberchons le nombre des arrangements dans lesquels Paul, a 
nn certain moment, aura le mdme nombre de voix que Pierre. 

Parmi ces arrangements, il faut compter tons ceux qiii com- 
B. 


2 
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inenccnt par le nom de Paul. Leur nombre est ceini des arrange- 
ments de m n — i lettres, parmi lesquelles m semblables entre 
elles repr^sentent le nom de Pierre, et les 72 — i aiitres celui de 
Paul. Ce nombre est 

1.2.3. . .{m H- 71 — i) 

1.2 .3. . .771. 1.2.3. . .(7^ l)' 

ils forment la moitie, precisement, du nombre qiie nons cher- 
chons. 

Nous aliens demontrer, en effel, qiie tons les depouillements 
commencant par le* nom de Pierre, et dans Jesqiiels I’^galite des 
suffrages se produil a un certain moment, correspondent iin k un, 
d’une maniere parfaitement delerminee, anx arrangements de 
772 4-72 — I lettres dont le nombre est represente par la for- 
mule (i i). 

Representons par la lettre A les bulletins qni portent le nom 
de Pierre et par B cenx qui portent le nom de Paul.' 

Considerons line combinaison commencant par A et dans la- 
quelle, a un certain moment, quand on appelle tous les termes a 
partir du premier, le nombre des B est egal a ceini des A. Arr4- 
tons-nous dans cette enumeration faile de gauche a droite la pre- 
miere fois que cette egalite se produit. Enlevons le groupe deja 
appele, Iransporlons-le a la fin de la combinaison, apres avoir 
enleve le B qui le termine necessairement. Nous formerons la 
combinaison de 7?2 4- — i lettres, conjuguee de celle que nous 
avons choisie. 

Par exemple, la combinaison 

AABBABAB, 

qui contient quatre A et quatre B, donnera 

ABABAAB, 

qui contient quatre A et Irois B. 

La combinaison de m-^n — i lettres, deduite, comme nous 
I’avons dit, de Tune des combinaisons commengant par A dont 
nous voulons faire le compte, permet, quand elle-ineme est donnee, 
de retrouver celle dont on Ta deduite. II suffit d’j appeler les 
lettres en commengant par la droite jusqu’au moment, qui ne peut 
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nianquer de se produire, puisque les A. sont en majorite, ou le 
nombre des A surpassera d’line unite celui des B. On enlevera 
alors le groupe ainsi defini pour en faire le commencement de la 
combinaison, en le transportant a la gauche apres Favoir separe 
des termes non transportes, qui gardent leur ordre, par la lettre B 
ajoutee a la fin. 

Le nombre total des depouillements dans lesquels le nombre 
des lettres B, a un certain moment, attaint I’egalite est done 

1.2.3.. .(m -f- n — i) 

‘ 1.2.3. ../n. 1. 2.3...^ — I 

En le divisant par le nombre total des arrangements distincts 

1 .2.3. . .Tm -h n; 

1.2.3 . .771. 1.2.3. ../i^ 

le quotient 


est la probabilite pour qiie Pierre, pendant la duree du scrutin, 
perde, a un certain moment, Favantage. 

f..a probabilite pour que Pierre garde tonjours Favanlage est 

(, 3 ) = 

' m-\- n m n 


CHette ingenieuse demonstration est due a M. Andre. 


19. Probleme XII. — Une iirne contient p. houles nume- 
rotees i, 2, 3, ..., a. Quelle est la probabilite pour qiie^ dans 
n tirages, la soinme des niinieros sortis soil egale a 

On suppose qu’apres chaque tirage la boule sortie soit remise 
dans Fume. 

Le nombre des combinalsons possibles est puisque cbacun 
des p. numeros peut sortir a chacun des n tii'ages. 

Le nombre des cas favorables a Fevenement deniande est le 
nombre des mani^res de former une somme egale aA-avec/znombres 
inferieurs a p.+ x. Cette somme est, evidemment, le coefficient 
de tv- dans le developpement de 


(I) 
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ordonn^ suivanL les puissances de t. Par quelque voie qiie I’on 
efFectue ce developpement, les coefficients des puissances de t 
feront connaitre les numerateurs des diverses probabilites dont le 
denominateur commun esL pi'*. 

On a 




tii-f-i — t 
t — I 


L’expression (i) pent done s'ecrire 

Les developpements du deuxieme et du troisleme facteur se 
feront par la formule dn binome. 

Le troisieme donnera nn developpement illimite; mais la multi- 
plication fera disparaitre tons les termes dans lesquels Pexposant 
est negatif. 

Le Tableau suivaiit a (5t^ form^ par cette methode. On ja inscrit 
en regard de chaque somme demandee, et pour un nombre de 
tirages inf^rieur h huit, le nombre des combinaisons qui la pro- 
diiisent en supposant pi = 6. 

Les tirages peuvent ^tre rein places par des des, en nombre egal 
a /t, qiie I’on jelte a la fois snr le tapis. La somme des points est 
inscrite dans la premiere colonne verticale, le nombre des des en 
t^te de chaqne autre colonne, et le nombre des combinaisons sur 
la colonne horizontale commengant par la somme demandee. 

Nombre 


demand^ 

Id^. 

2 d^s. 

3d^s. 

4 d^s. 

5d4s. 

6dds. 

7d6s. 

8 d^s. 

1 

I 

0 

0 

o 

0 

o 

0 

0 

2... , 

I 

I 

0 

o 

o 

o 

0 

0 

3 

I 

2 

I 

o 

o 

o 

0 

0 

4 

i 

3 

3 

1 

o 

0 

0 

0 

5 

I 

4 

6 

/ 

4 

I 

o 

0 

0 

6 

I 

5 
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Nombre 

demand^. 1 de. 2 d6s. 3 d^b. \ d^s. 5 des. 6 des. 7 des. 8 d6s 


14 .... 

. . 0 

0 

i 5 

146 

15 .... 

. . 0 

0 

10 

1 40 

16 .... 

. . 0 

0 

6 

125 

17 .... 

. . 0 

0 

3 

104 

18 .... 

. . 0 

0 

I 

80 

19 .... 

. . 0 

0 

0 

56 

20 .... 

0 

0 

0 

35 

21 .... 

. . 0 

0 

0 

20 

22 .... 

. . 0 

0 

0 

10 

23 .... 

. . 0 

0 

0 

4 

24 

. . 0 

0 

0 

I 

25 .... 

. . 0 

0 

0 

0 

26 . . . . 

. . 0 

0 

0 

0 

27 .... 

. 0 

0 

0 

0 

28 , . . . 

. . 0 

0 

0 

0 

29 . . . . 

. . 0 

0 

0 

0 

30 .... 

. . 0 

0 

0 
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1161 

1667 

1708 

65 i 

1666 

2807 

3368 

735 

2247 

4417 

6147 

0 

00 

C'. 

2856 

6538 

10480 

780 

3431 

9142 

16808 
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3906 

12x17 

25488 

65 1 

4221 

15267 

36688 

540 

4332 

18327 

50288 

420 

4221 

20993 

658 o 8 

3 o 5 

3906 

22967 

82384 

205 

313 i 

240 1 7 

988x8 

126 

2856 

24017 

1 x 3688 

70 

2247 

22967 

125588 

35 

r666 

20993 

133288 

ID 

1161 

18827 

135954 

5 

766 

r 5267 

133288 

I 

456 

121x7 

125588 


20. Probleme XIII. — Combien faat-il jeter de fois tf ois des 
pour a^oir la probabtlite p d^amener une fois au moins le 
point 1 5? 

La probabilite 5 d’amener i5 en jetant trois des est, d’apres le 
Tableau precedent, 

^ = 0,0462963. 

La probabilite d’amener i5 line fbis au moins en n coups est 

I — (I — 

Le nombre n est done donne par [’equation 

(l— S)^== 

on IroLive, en faisant 

p /I = i 4 ,62 

/? = T = ^9:24 

P^h /^ = 48,57 

En jetant quinze (bis les trois des, la probabilite d’amener i5 
est plus grande qiie elle est plus grande que | en les jetant 
trente fois et que en les jetant quarante-neuf fois. 
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21 . Le jeu du passe-dix, autrefois fort en vogue, donnait aux 
deux adversaires chance egale de gagner. 

Pierre jetait trois des et gagnait si la somn)e des points surpas- 
sail lo; il perdait dans le cas contraire. 

Le Tableau monlre qiie, dans le cas de trois des, les points 
sup^rieurs sont precisement en ineme nombre qne les points non 
superieurs a lo; ii a anlant de chances que lO, 12 que 9, i 3 
que 8, etc. 

La m^rne sjmetrie se rencontre pour les points obteniis avec 
cinq oil sept des, Avec (juatre, six ou hiiit, il existe un maximum 
pour lequel il n’y a pas de point conjugne. 

La raison en est simple. Sur un de, le point 6 et le point i sont 
sur des faces opposees, le point 5 est oppose a 2 et 4 a 3 . Si done 
on jette sur une table 2/1 -hi des, la somme des points marques 
par les faces posees sur la Table, ajoutee a celle des points mar- 
ques par les des, sera 7 (2/1 -hi)- Si Tune des deux sommes est 
plus grande que yn-hS, I’autre sera au plus egale a yn-hS. 
Celui qui parierait d’amener un point superieur a 7/1 -h 3 a done 
pour liii la moitie des chances; lorsque 2/1 -h i = 3 , est egal a i 
et 7/1 -h 3 est egal a 10. Si Ton jouait avec cinq des, il faudrait au 
passe-dix, pour laisser les chances egales, substituer le passe-dix- 
sept. 

G’est pour cette raison que les derniers chiflFres du Tableau ont 
ete SLipprimes. VeuL-on savoir, parexemple, le nombre des mani^res 
d’amener 44 ^vec 8 des. Ce nombre est le m^me pour 28 -h 16 et 
pour 28 — 16, ou 12 ; il est done 33 o. 
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CHAPITRE IL 

PROBA-BILITES TOTALES ET PROBABILITES GOMPOSfiES. 


Un des points les plus imporfanfs de la theorie des 
probabiiites et celui qui prdtc le plu^ aux iIlU!»ions est 
la maniSre dont les probabiiites augmentent ou dlmi- 
nuent par leurs combinalsons muluelles 

Laplace 


^2. Les solutions de problemcs isoles ne font pas une theone. — 23. Tlieoreme 
des probabiIii6s totales. — 24 Probabiiites composdes. -- 25 Gas ob le premier 
^v^nement influe sur la probability du second. — 26. Le^ th^orymes ne sont 
dymontrys que dans les cas pour lesquels la probability est dyfinie; on complete 
les dyfiniLions. Les theorernes deviennent gynyraux. — 27. Erreur commise 
dans la thyorie du tir k la cible. — 28. Erreur corannse dans la tbyorie des 
gaz. — 29 Erreur commise dans I’appreciation des pronostics sur le temps. — 
30. Probleme relatif aux tirages faits dans une urne Paussete d’un raisonne- 
ment en apparence tres plausible. — 31. Probability du brelan au jeu de la 
bouillotte. — 32. Avantage du banquier au jeu de trente-et-quarante. — 
33. Etudes sur le jeu du baccarat — 34. Probleme de la poule. 


22. La solution des probl^mes precedents n’a pas exig6 de 
principes nouveaux. Le compte des cas favorables rapproche de 
celni des cas possibles appartient a la theorie des combinaisons. 
L’ingenieux et bizarre Cardan, bon geom^tre et grand ami des 
d^s, connalssait pour chaque coup le nombre exact des chances; 
il I’a public sans devenir, pour ceJa, I’inventeur de la Science du 
ha sard. 

Une Science doit enchainer les cas bimples aux cas composes et 
reposer sur des principes. Ceux du Calciil des probabiiites sent 
aussi simples que feconds. 
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Deux theoremes fondamentaux rencontrenL des applications k 
chaque page pour ainsi dire de la tbeorie des chances. Nous les 
demontrerons d’abord dans les cas ou la probabilite a et^ definie. 
L’etude des aiitres cas ne peut preceder, evidemment, la defini- 
tion dll sens exact attache aux mots qui y Ggurent. 

23. Probabilites totciles. — La probabilite d’un evenement 
etant, par definition, le rapport dii nombre des cas favorables a 
ceiui des cas possibles, si Con partage les cas fas^orabJes en 
plusieurs groupes, la probabilite de C evenement sera la somme 
des probabilites pour qiCil appartienne dt chaciin des groupes. 
On ajoLite en efl'et les fractions de m^me denominateur en ajou- 
tant les niimerateurs. 

La probabilite d’amener avec trois des une somme de points 
su|)4rieure a i4 est la somme des probabilites pour obtenir i5, i6, 
1 ^ ou i8. 

Le choix des groupes est arbitraire, sous la seule condition, 
bien entendu, d’y enfermer tons les cas possibles sans qu’aucun 
s’v rencontre deux fois. 

Si, par exemple, pour calculer la probabilite d’amener sonnez 
une fois au moins en 20 coups, on faisait la somme des probabi- 
lit^s oalculdes pour chaque coup, on appliquerait rnal le principe. 
Le sonnez obtenu a nn coup n’emp^che pas celni du coup sui- 
vant; on compterait vingt Ibis, de cette mani^re, la serie de coups 
dans laquelle sonnez arrive vingt fois. 

La probabilite d’amener avec deux des le point 3 ou le point 4 
n’est pas la somme de la probability pour amener 3 et de celle 
fiour amener 4- On peut, en effet, les amener tons deux; et le 
point 3 et 4> compte une premiere fois comme nontenant 3, ne 
doit pas rytre une seconde comme con tenant 4- 

24. Probabilites composees* — Un evenement compose est 
dyfini par le concours de plusieurs yvenements simples que le 
hasard doit amener successivement ou simultanement. Le nombre 
N des cas possibles, lorsque les yvynements simples sontindypen- 
dants, est le produit p. 2 . . . p.* des nombres de cas possibles dans 
chaciin d’eux, chaque cas de Tun des groupes pouvant s’associer 
avec tous les cas des autres groupes. Le nombre des cas favorables 
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au concours des evenements bimples donL la reunion forme I’eve- 
nement compose est, par une raison semblable, le prod nit des 
nombres de cas 7 ^ 2 , . . - , nik favorables a I’arrivee de chacnn 
d’eiix. 

La probabilite de I’ev^nement compose est done 
mi m^m^. . .mic _ / /^\ /^V 

fXi ~~ V H-1 / \ f^2 / “ \ V-k)' 

e’est le produit des probabilites des evenements simples. 

25. La probabilite (V un e^enement compose est le produit 

des probabilites des eoenements simples dont il exige la reunion. 
Un cas doit ^tre pr^vu, c^est celui ou la probabilite du second eve- 
nement est influencee par Ja maniere dont se produit le premier. 
Si, par exemple, une urne contient deux Louies blanches et deux 
boules noires, quelle est la probabilite, en tirant deux boules de 
suite sans les remet^re dans Turne, pour obtenir les deux boules 
blanches? La probahjilitd d’en obtenir une an premier tirage est 
Jtnais, ail second, ell^ est douteuse : egale a | si le premier tirage a 
enleve une boule nojire, elle sera j seulement si la Louie disparue 
est blanche. Quelle est celle de ces deux fractions qui doit servir 
de mulliplicateur? (J’est la seconde, evidemment. Dans le premier 
des deux cas supposes, I’evenement demande est devenu impos- 
sible. Peu importe la probabilite des epreuves qui viennent 
ensLiite. | 

La probabilite d^m evenement compose est le produit de la 
probabilite du premier Evenement par la probabilite qu’acquiert 
le second quand on sait que le premier est arrive . 

On a souvent commis des erreiirs graves en oubliant les dei-- 
niers mots de cet ^nonc^. ‘ 

26. Les deux tlieoremes pr^c^dents sont et doivent ^tre incom- 
pletement demonlres. La probabilite, en effet, n’a ete definie que 
pour une classe tres restreinte d’evenemenls. 11 en existe d’autres, 
incertains comme eux, dans lesqueL I’enum^ration des cas ne 
pent rien apprendre. Les principes leur sont-ils applicables? 
Sont-ils des a present demontres pour eux ? 

Les principes sont applicables. 
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Us ne sont pas encore d^montr^s. Comment le seraient-ils? Les 
probabilit4s dont ils donnent la me^ure n’ont pas m^me dte definies. 

Quelle est la probabilite pour que la Seine soit geiee a Paris 
dans le couranL de I’annee 1990? 

Pour qu’un niedecin appele pres d’un malade sache decouvrir 
la nature, la cause et Je remede du mal? 

Pour qii’un homme age de quarante ans, aujourd’hui bien por- 
tant, atleigne de soixanle ans? 

11 faut completer la definition; lous ces cas lui echappenl. 

La probabilite d’lin evenemenl, quelle qu’en soit la nature, est 
dile egale a une fraction donnee /?, Jorsque celui qui attend Pevc" 
neinenl pourrait ecbanger indifferemmenl les craintes on les espe- 
I'ances, les avantages on les inconvenients attaches a I’arrivee de 
cet ev^nement conlre les consequences supposees idenliques de la 
sortie d’une boule puisee dans une urne dont ia composition fait 
naitre une pi’obabilile egale a p. 

Comment, dans des cas tcis que ceux qu’on a cites, justifier 
une telle assimilation? Ce n'est pas en ce moment la question. Si 
rassirniJation est impossible, on ne le fera pas. Si on la fait, il 
faiidra la jnslifier. 

La definition, dans Jes deux cas, reste irreprochable. 

Lorsque Lassimilation sera faite et justifiee, on en acceptera les 
consequences. 

On aura le droit de dire, par exemple : 

SI, apres avoir appele un medecin, on evalue a ~ la probabilite 
pour qu’il vienne et a 3 la probabilite pourqu’il procure, s’il vienl, 
la guerison du malade ; sans discuter ces chifFres, celui qui les 
admet pent ajouter : La probabilite pour que le malade soit visits 
et gueri par le medecin est, jdom/' moi, 

-9. ^ i 3_ 

10-^3 — 10 * 

Celui qui accepte, en efFet, les probabilit^s -jL et fest, par defi- 
nition, dans le menae doute que si, en presence de dix urnes 
indiscernables dont neuf renlerment une boule blanche et deux 
boules noires, il cberchait ia probabilite pour mettre la main sur 
Tune des neuf urnes dont la composition est connue et en tirer 
une boule blanche. L’identit^ de.s deux problemes est admise ; elle 
fait j)artie de I’^nonce. Si on alldgue I’impossibilit^ de mesurer en 
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chiflfres les probnbilites dont nous parlous, Pobjection serai t anssi 
peu fondle que si, evaluanL la longueur d’un champ d’apparence 
rectangulaire a 3oo"' eL la largeur a ioo"\ on contestait le droit 
d’ajouter, independamment de toule verification, ces mesures, si 
doLiteuses qu’elles soient, et ces appreciations assignent au champ 
une surface de Irois hectares. 

La regie des pi'obabililes totales et celle des probabilites com- 
posees s’appliqueront a loutes les combinaisons de probabilites 
simples -aiipposees evaluees en nombres. L’evaluation sera plus ou 
moins judici(‘use, plus ou moms justifi^e, les consequences vau- 
(Jront ce qu’elle vaut elle-meme, mais sans introduire aucuu doute 
nouveau. 

Les precautions prescrites dans I’application ties deux principes 
sont indispensables, bien entendu, qiiand on les transporte aux 
cas nouveaux. 

II ne faiidrait pas dire, par exemple : 

La probabilite pour que la Seine soit gelee a Paris en 1995 est 
la somme des probabilites pour qu’elle ^oit gelee pendant chacun 
des mois qui composent I’ann^e. 

Elle pent geler, en effet, en plusieurs mois diflerents, et (23) 
I’application du principe des probabilites totales n’est pas |)ermise. 

Si I’on a t^valu^ la probability pour qu’il gele domain a celle 
pour qu’il tombe de la neige a -J, la probability pour voir a la fbis 
de la glace et de la neige n’est pas La gelee, en eflet, si elle se 
prysente, change la probability de la neige. 

Nous citerons trois exemples intyressants d’erreurs commises 
par I’oLibli de ces conditions necessaires dans I’enonce des prin- 
cipes. 

27. Probleme XV. — On tire a la cible* Varme, sans etre 
parfaitey ne presente aucun defaut systematique; les devia- 
tions ont en tons sens mime probabilite. U hypothese est-elle 
realisable? On le suppose. 

Quelle est la probabilite pour que le point frappe soit d une 
distance du but comprise entre r et-^ dr? 

Les donnyes soht insuffisantes, cela semble evident. On a rysolu 
cependant le probleme par une fausse application des principes. 
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Rapportons le point ou frappe la balle a deux axes de coordon- 
nees ajant pour orig'ine le centre de la cible, c’est-a-dire le point 
que I’on veut atteindre. Soient <p(^) dx la probabilite inconnue 
pour que I’abscisse du point frappe Lombe entre x et x dx^ 
o{y)dy la prol)abilite pour que I’ordonnee tombe entre y et 
y 4- dy. La probabilile pour cjue la balle frapj)e le rectangle dx dy^ 
dont les coordonnees sont^ ety, est, d’apres le principe des pro- 
babilites composees, 


cp(27) cp(j^; dxdy. 

Cette probabilite, d’apres notre hypothese, ne doit dependre 
que de la distance du point frappe a Torigine, et Ton doit avoir 


Cette equation suffit pour determiner la fonction y. On en 
deduit, en prenant les derivees successivement par rapport A x et 

?'(^) _ ?'(y) 
a;f{x) yf(y)‘ 


La fraction 


^'(x) 


est par consequent coustanle, et I’on en concliit 


X ^(x) 

que la fonction f(x)^ qui doit s’annuler quand x est infini, est de 
la forme 

cp(a?) = Ge -■^'***. 


Ce rersultat, fort remarquable, n’est pas, malheureusement^ 
acceptable. 

La connaissance de la valeur de x changerait, en effet, la proba- 
bilite de celle de y el le lacteur par lequel il faudrait multiplier 
o{x)dXj pour obtenir la probabilile d’un ecart ^ dans un sens, 
associe a un ecart x dans I’autre, serait une fonction inconrjue de 
X et dej^^, tr^s differenle peut-dtre de f{y)^ 

La deviation de la balle depend, en effet, du soin plus ou moins 
grand et plus ou moins habile avec lequel le coup a ete prepare. 
Si I’on a r4ussi sous un certain point de vue, il y a plusde chances 
pour que le coup soil bon et quo tons les ecarts soient petits en 
m^me temp^. La demonstration precedenle ne tient aucun comple 
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cle ceLte remar(|ue; Jes probabilites y sonL trailees comnie ind6- 
pendanles. 


28. Un pbysicien jiistemenl cel^bre, Maxwell, a propose dans 
I’etudo des gaz im raisonnement donl rillusion est sembJable. 

Les molecules d’un gaz, suivanL nne iheorie que nous n’avons 
pas a discuLer, se meuvent en Lous sens avec de grandes vitesses. 
Les directions sont l egl^es par le hasard aussibien que les vitesses, 
mais toutes les viiesses ne sont pas egalement probables; la 
vitesse maxima et la vilesse moyenne varieril avec la temperature. 
C'est la probabilite pour qu’une molecule ait une vilesse donnee 
qu’on espere decouvrir, sans introduire d^autres conditions. 

Soit ^{x) la probabilite pour que la composante parallele a 
Taxe des X de la vitesse d’une molecule prise au hasard soit x. La 
probabilite pour que les trois composantes soient z paralle- 

lement aux trois axes sera, d’apres le theoreme des probabilites 
coni[)Osees, proportionnelle ^ 

Mais la probabilite pourqu’une molecule ait une vitesse donnee, 
sans que Ton indique dans quel sens, doit ^tre une fonction de 
cetle vitesse, pnisque toutes les directions sont supposces egale- 
ment possibles. On doit done avoir 

et cette condition suffit pour determiner la forme de la fonction cp. 
On en d^duit, comme (27), 

<p(a7) = 

La demonstration n'est pas acceptable. Le principe des proba- 
bilites compos^es n’a pas et4 correctement applique. Si la compo- 
sante de la vitesse d’une molecule parall^lement a I’axe des X est 
la valeur de x supposee connue influe sur la probabilite pour que 
la vilesse compos^e parallelement a I’axe des Y soit y. Si, par 
exemple, x est ^gal a la vitesse maxima, le mouvement est certai- 
nement dirig^ parallelement a Taxe des X, et la probabilite dey 
est nulle. 
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La conclusioD obtenue, independamment des objections qiie la 
iheorie peat faire aaitre, ne naerite done aucane confiance. 

29. On pOLirrait multiplier les exemples ; nous en citerons un 
troisieme : 

Un m^teorologisle annonce chaque soir le temps qu’il fera le 
lendemain. La probabilite pour qu’il pronostique j'liste est supposee 
egale a p. 

Un second observateur fait, de son c6te, des predictions donL 
I’exactitude a pour probabilite . 

Les deux observateurs s’accordent pour predire qu’il pleuvra 
demain. Quelle est la probabilite pour qu’ils se trompent tons les 
deux? 

La probabilite pour que le premier se trompe est t — p. 

La probabilite pour que le second se trompe est i — 

La probabilite pour qu’ils se trompent tons les deux est une 
probabilite compos^e, niais elle n’est pas mesuree |)ar le prod nit 
(i— /?)(i— ^0- 

La probabilite compos^e estle produit de (i — p) par la proba- 
bility pour que le second observateur se Li'oinpe, quand on sail 
que le premier a fait un faux pronostic. 

Les donnyes du probleme laissent cette probability complete- 
men t inconniie. 

Si les deux observateurs ont recu Les m^mes lecons, s’ils ont 
adopte les memes principes, en presence des mymes fails ils por- 
terontle myrne jugemenl. Si I’lin se trompe, I’autre se trompera 
aussi ; le second facteur du produit sera I’unite. L’accord certain 
des deux predictions ne diminne pas la chance d’erreur. 

Si les deux methodes sont difFerentes, les conclusions pourront 
I’etre aussi, sans pour cela devenir independantes. Certains sjm- 
ptomes soul necessairement appreciys de la myrne rnaniere, et leur 
nombre inconnu laisse le probiyme insoluble* 

Si Tun des myteorologistes annonce qu’il pleuvra, I’autre qu’il 
ne pleuvra pas, la probability pour qu’ils disent juste tons deux 
n’est pas pp^ : elle est nulle. 

30. Probleme XVI. — Une urne contient trois boules mar- 
quees I, 2 et 3, On en tire deux success element , en remetiant 
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dans L'urne, apres le premier Lirage, la boule qui en est sortie. 

Quelle est la probabilite pour que le plus grand numero 
sorti soit 2 ? 


Pour que 2 soil le plus grand des numerss sortis, il faut que 3 
ne se soit pas montre et que I’on ri’dit pas tire deux fois le n° 1 . 

Pour qu’a I'une des epreuves 3 iie sorte pas, la probabilite est|. 
Pour qu’il ne sorte ni an premier ni au second Lirage, elle est *1. 
Pour que i sorte deux fois, la probabilite est | est par conse- 
quent la probabilite pour qu’il ne sorte pas a I’un et I’autre 
tirage. 

L’evenement demande semble done compose de deux autres- 
dontles probabilites sont| et-|; il ne faut pas cependant faire le 
produit de ces deux fractious. 11 faut (2o) multiplier I par Ja pro- 
babilite pour que 1 ne sorte pas 2 fois, lorsque l^on salt que 3 
n^est pas sorti. Cette probability est|; le numero 3 ytant ecarte, 
il n’en reste en effet que deux. La probabilite pour que i sorte 
est 1, pour qu’il sorte deux fois I*, et pour qu’il ne sorte pas deux 
fois, par consequent, elle est 

La probability demaridee est 


On aurait pu dire : Pour que le plus grand des numeros sortis- 
soit 2 , il faut que 2 soit sorti et que 3 ne le soit pas. 

La probability de n’amener 2 a aucune des deux epreuves est 
celle de I’ainener line fois au moins est, par consequent, I*. 

La probability - doit etre multipliee par la probabilite de ne pas- 
amener 4^ sachant que 2 est sorti. 

Si 2 est sorti au premier tirage, la probability de ne pas amener 
3 au second est |. 

Si 2 est sorti au second tirage, la probabilite de ne pas avoir 
amene 3 au premier est Acceptons done cettte probabilite | qui 
convient aux deux cas, nous trouverons pour la probability de- 
mandee 

9-^3 — 27* 

Le ddsaccord avec le resultat precydent est un avertissement. Il 
n’ytait pas permis, comme nous Tavons fait, de partager la sortie 
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supposee de 2 en deux cas distincts et de supposer successivement 
2 sord a la premiere 011 a la seconde epreuve. II a pu sortir a 
touLes deux; notre calciil fait entrer deux fois en coinple le cas ou 
les deux tirages auraient, Pun et Pautre, amen^ le point 2. 

31 . Probleme XVll. ProbablLite des brelans au jeu de La 
bouillotte. 

La bouillotte se joue avec vingt carles. On enleve d’un jeu de 
trente-deux cartes les sept, les valets et les dix. 

Chacun des quatre joueurs recoit trois cartes. On retourne la 
treizieine. 

Un joLieur a brelan lorsque ses trois cartes sont de in^meespece, 
trois rois, trois as, etc. 11 a brelan carr 6 lorsque toutes trois sont 
de m^me espece que la retourne. 

Soil Pi la probabilite pour que i joueurs design^s aient des 
brelans. On deduit dn theoreme des probabilitds composees 




20.3 

.2 

= 0,017544, 

Pi 

— 

20. 19 

’18 



16.3. 

2 

= 0,0004128, 


^Pi 

17. 16. 

i5 



12 . 3 , 

,2 

= o,ooooi 36 o 8 , 

Pz 

= P2 

14. i 3 . 

12 

p^ 

= pz 

8 . 3 .‘ 

11.10. 


= 0,00000065981 


On peuL avoir brelan en effet quelle que soil la premiere carle; 
la probabilite pour avoir une premiere carte est celle pour 
que la deuxieme soil de m^me espece que la premiere est et 
pour que la troisieme soil de m^me espece que les deux autres la 
probability est 

Cette probability /?^ calculye pour un premier joueur a qui Pon 
donnerait trois cartes, sans s'occuper des autres, convient a Pun 
quelconque des trois, car la maniere de distribuer les cartes est 
indifferente. 

LorsqiPun premier joueur a brelan, la probability pour qu’un 
second Pait aussi est changye. II faut d’abord que fa premiyre 
carle rende le brelan possible. La probability est car elle ne 
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doit pas ^tre celle qiii complete le brelan deja fait; pour que la 
deuxieme carte soit pareille k la premiere, la probabilite est 
et pour que la troisieme soit pareille aux deux autres elle est 
Oa en conclut 

les autres formules se demontrent de la m^me maniere. 

P 2 , pzi pk sont des probabilites totales. Si I’on represente 
par TSi la probabilite pour que i joueurs design^s aient des bre- 
lans et qu’ils soient seuls a en avoir, on aura les relations 

. {/?4=^47 />3— ^3H“^47 />2 = ”i“ 2 13^3 “1“ 

»( I) ) 

( p \ = 701*4“ 3 t 02‘4“ 3703-1- 704. 

II est clair, en effet, que la probabilite pour qii’un joueur ait 
brelan se compose de la probabilite pour qu’il I’ait seul^ de la 
probabilite diua pour qu’il I’ait en m^me temps que i’un ou Tautre 
de ses adversaires, de la probabilite 3tss2 pour qu’il Fait avec deux 
d’entre eux, ce qui fait trois cas, et de la probabilite 704 pour que 
les quatre joueurs aient brelan. 

On deduit des equations (i) 

704=/>4, W^ = Pi /?4, rS2 = p2 -h />4, 

Wi=^l — 3^2H- ^Pi—PK 

-et, par consequent, 

704 = 0,000000659, 

703 = 0,00001^9^8, 

702 = 0,000386244? 

701 = 0,016345764. 

La probabilite pour qu’il n’j ait aucun brelan est ^ 

Q==(i-R,)(i — R2 )(i-R3}(i-R4), 

‘Rj etant la probability d’avoir brelan pour le joueur de rang i 
-quand les prycedents n’en ont pas. 

On a evidemment 

R4=s70i, Ra = 701 -H 702, R 2 = 701 -H 2702 -4“ 703, 

R 1 = 701 3 709 "4" 3 703 “H 704 , 


B. 


3 
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La probabilile R 4 pour qne le quatrieme joueur alt brelan, les 
autres ne I’ajanl pas, ne difFere pas en efFet de tui. 

Rg, probabilite pour que !e troisieme joueur ait brelan, les deux 
premiers ne I’ayant pas, esl une probabilite totale. II pent avoir 
brelan tout seal, la probabilite est TST^ ; ou Tavoir en meme temps 
que ie quatrieme joueur, la probabilile est tnfg- Res autres formules 
se justifient par des raisons semblables. 

On en conclut 

Ri =/>! = 0,017554, 

R> = jD2= 0,01713 1 2, 

R3 = joi — 0,01678'!, 

R4 3^5-t- 3/?3 — P4= 0,1634576, 

Q = 0,93395. 

32. Probleme XVIll. — QiieUe est la probabilite de la 
chance favorable reservee an banquier dans le jeu de trente 
et quarante? 

Le jeu de trente et quarante se joiie avec un grand nombre de 
carles, reunion de divers jeux complets m^l^s en un senl, bien 
entendu. 

On abat une a une assez de cartes pour obtenir une somme 
de points snpeneure h 3o, les figures 6 tant comptees pour 10 et 
les autres cartes pour le nombre de points qui s’y trouvent mar- 
ques. 

Une seconde epreuve suit la premiere. 

Le hasard donne ainsi deux sornmes toutes deux plus grandes 
que 3o et egales an plus a 4o. 

Le joueur parie pour celle des deux sornmes qu’il choisit et 
gagne si elle est |)lus grande que I’aulre. 

Si les sornmes sont egales, le coup est nul. Un seul cas esl 
except^, celiii ou I’on a deux fois 3i. 

Ce refait de 3i est le seul avanlage reserve au banquier; il a 
droit, dans ce cas, a la moiti^ des mises. 

Nous supposerons le nombre des cartes assez grand pour que, 
pendant les deux premiers lirages, on puisse ndgliger rinfliience 
des cartes sorties sur les probabilit^s des divers points. S’il y a 
huit jeux, par exemple, et par consequent trente-deux sept, la 
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sortie d’uri sept diminue la probabilite d’en voir sortir un second. 
II serait difficile de dire quelles sont les cartes dont la sortie 
accroit ou diminue la probabilite du refait de 3i. Nous neglige- 
rons cette tres petite influence. 

Soil la probabilite pour que, en abattant successivement les 
cartes, la somme prenne a un certain moment la valeur n. 

La somme i ne pent se prodiiire qu’au premier coup, si I’on 
abat un as. La probabilite pour cela est on a 



La somme 2 pent se prodiiire de deux manieres : 2 au premier 
coup ; as au premier, as an second. On a 



La somme 3 peut se produire de trois manieres : 3 au premier 
coup ; passer par la somme 2 obtenue en une ou en deux fois 
et la faire suivre d un as; commencer par un as, puis amener 
un 2. 

On en deduit 





On a, eu general, tant que n est inferieur a 10, 

On Lrouve ainsi 

Pi == 0,076927, 

P2 = 0,082846, 

P3 = 0,089212, 

P4= 0,096075, 

P5= o, 108465, 

P6 = 0,111424, 

P7= 0,117995, 

Pg = o, 129226, 
pQ= 0,139166. 
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A partir du point lo, les conditions changent; qiiatre cartes 
differentes, en efFet, les dix et les trois figures, peuvent amener 
dix points. On a 

PlO= — 0,3 8064 I • 


Au-dessus de ai == 10, la formule evidenie 


donne 


P« — 7 $ ^ ^ ^ 

Pjl = 0 ,I!i 0 !il 8 , 

Pj2 = 0,124908, 
Pl 3 = 0,129613, 
P14. = o,i 343 o 4 , 
Pi5= 0,139398, 
Pie = 0,143167, 

Pl 7 =: 0,147143, 

Pi 8 = o,t 5 i 978 , 
Pi9 = o,i 56 o 2 r, 
P20 = o, 218024, 
P21 = o,i 4 oo 33 , 


• ■+“ P 9 ) 75 ^ 

P22= 0,142640, 
P 23 = 0,145089, 
P24 = 0,147362, 
P 25 == 0,149543, 
P 26 = o,i 5 h 92 , 
P27 = o, 152728, 
P28 = 0,154272, 
P29 = o, 1 55382, 
P 30 ~ 0, 168488, 
P31 = o, 148218. 


La probabilite d’obtenir 3 i ^tant Psi, celle de Fobtenir deux 
fois est 


(P3i)^= 0,0219686. 


Poisson, dans un Memoire de lecture difficile, a Lrouv^, pour 
valeur approchee de la probabilite du refait de 3i, 

0,021967. 


II tient compte de I’influence des cartes d^ja passees sur la pro- 
babilite de celles qui suivent et suppose bait jeiix reunis. L’in- 
fluence est petite, on le voit par la concordance du r^sultat exact 
du calcal fait en siipposant le nonabre des jeux infini avec le r^sul- 
tat approche de Fautre. 

II ne faut pas croire que Finfluence augmente lorsque, le jeu 
continuant, les cartes deviennent moins nombreuses. II s’agit, 
en effet, de calculer Va^antage du banquier et non son benefice, 
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variable avec le hasard des coups. Le calcul doit ^tre fait avant 
qiie Ja premiere carte soil abattue ; si I’on doit, avant d’^puiser les 
huitjeux, faire cinquante tallies^ les probabilit^s de la cinquan- 
tieme sont, a ce moment, identiqiiement les m^mes que celles de 
la premiere. 

Les cartes sorties n’auraient d’influence que si un joueur avail 
assez de memoire pour se les rappeler toutes, et assez d’habilete 
pour calcLiler en quelques secondes leiir influence sur la probabi- 
lite d’un rel'ait. Le merite serait grand, J’avantage bien petit. 

33 . PnoBLEME XIX. — Est-il avantageux pour le ponte ou 
pour le banquier de demander une carte au jeu du baccarat 
quand il a le point 5 ? 

L’etude malhematique du jeu de baccarat est compliqu6e par la 
ri^cessite dVnum^rer les cas, toujours nombreux, en faisant pour 
chacun un petit calcul. 

Le ponte regoit deux cartes, le banquier en prend deux. Le 
ponte a droit de demander une carle qui s’adjoint anx deux pre- 
mieres, ou de s’y tenir en gardant son jeu. 

Le banquier a les m^mes droits, mais il a I’avantage, avant de 
prendre sa decision, de savoir si I’adversaire a demande une carte 
et de connaitre celle qu'il a recue. 

Chaque carte vaiit, com me au trente et quarante, le nombre des 
points marques sur elle. Les figures valent lo. Le gagnanl est 
celui qui a le point le plus fort, les chifTres des dizaines ne comptant 
dans aucun cas : ii vaut i; 12 vaut 2; 28, si Ton a trois cartes, 
vaut 3 . 

Le jeu se termine imm^diatemenl si I’un des joueurs regoit, 
quand on donne les cartes, Tun des points 8 ou 9. Il abat et 
gagne si I’adversaire n’a pas un point meilleur. Dans ce cas, il 
n’est pas donne de cartes nouvelles. 

Tous les points, k Pexception de 10 (ou z^ro) ont m 4 me pro- 
bability quand on donne Jes cartes : la probability de 10 est 
^=0,1479, celle de chacun des autres —=0,09467. La dy- 
monstration ne presente aucune difficulty. 

Quand un joueur demande une carte, quel que soil le point 
qu^il ait, il a probability:;^ de le conserver en recevant un dix et 
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probabilite de le changer pour un quelconque des autres points, 
qui deviennent tous egalement probables. 

Nous traiterons une seule question. 

Lorsque le ponte a re^u le point 5, est-il avantageux pour lui 
de demander line carte? 

II faut resoudre quatre problemes : 

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelle esl pour 
lui la probability de gagner et quelle est celle de faire coup nul, 
lorsque le banquier, ignorant qn’il a le point 5, sait qu’il a I’habi- 
Uide, qiiand il a ce point, de ne pas demander de carte? 

Le ponte ayant 5 et ne demandant pas de carte, quelles sont 
pour lui les probabilitys de gagner on de faire coup nul, lorsque 
le banquier, ignorant qii’il a le point 5, croit qu’il a Thabitiide, 
quand il a ce point, de demander une carte? 

Le ponte ayant 5 et demandant une carte, quelles sont pour 
lui les probabilitys de gagner ou de faire coup nul, lorsque le ban- 
quier connait son habitude de demander une carte dans cetLe 
circonstance ou lorsqu’il croit savoir qu’il n’en demande pas? 

Rysolvons le premier probleme. 

Le ponte a 5. Le banquier I’ignore. En le voyanl s’y tenir, il 
apprend qu’il a 5, 6 ou 7. Ces trois cas ont chacun pour probabi- 
lity Huit suppositions pen vent etre faites : le banquier peut 
avoir 0, i, 2, 3, 4> 6 ou 7. Les probabilites des huit hypotheses 

elaient ^ pour le point 0 et ^ pour les autres, au moment ou 
les cartes ont ete donnees. Mais on n’a pasabattu; les points 8 
et 9 ne sont plus possibles. Les probabilitys deviennent 



Que fera le banquier? S’il a o, i, 2 , 3, 4? il prendra une 
carte. 

11 poiirra hesiler s’il a 5 ou 6, et il faut resoudre cette question 
incidente : Dans les circonstances supposees, c’est-^-dire le ponte 
s’y ytant tenu et ayant I’habitude de ne pas tirer a 5, le banquier 
doit-il tirer a 6? doit-il tirer a 5? 
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Nous ferons le calcul pour le cas ou le bauquier a le point 6 ; il 
se compose de deux autres : 

Quelle est la probabilile de ^agner pour le banqiiier qui, 
ayant 6 , demande une carte dans les conditions suppos^es? 

Quelle est la probabilite s’il ne demande pas de carte? 

Si le banquier ne tire pas ayant 6 , il a probabilite j de perdre le 
poiite ayant 7 , j de gagner le ponle ayant 5, i de faire coup nub 

Si le banquier, ayant 6 , demande une carte, il acquiert la pro- 
bability d’avoir chacun des neiif points autres que 6 et d’avoir 
celiii-la. 

La probability de perdre contre Tadversaire donl le point est 5, 
6 on 7 doit s’evaluer par Tynumeralion des cas ; 

Il y a la probabiliiy ~ de perdre avcc les points o, i, 2 , 3, 4; 
la probability pour avoir, avec le point 5, probabilite ~ de 
faire coup nul et | de perdre ; la probability pour avoir, avec le 
point 6 , probability | de gagner, --de faire coup nul et { de perdre; 
probabilite ^ pour acquerir, avec le point 7 , probability | de ga- 
gner, j de faire coup nul ; probability enfin de gagner avec le 
point 8 ou avec le point 9 . 

La probability de gagner est, d’apres cetie yn untie ration, 

4 I I ‘2 2 _ 4 . . 

T33'^i3 3'’“'i3'“73" 
celle de faire coup nul 

I r 41 * * _ 

l3 3 is 3 73 3 ~ 73’ 

La probability de gagner etait elle devient : elle a dimintiy. 

Celle de faire coup nul a egalemenl dimlnue; le banquier, dans 
les conditions supposyes, ne doit pas tirer a 6 . 

Un calcul fonde sur les mimes principes et tout aussi facile 
montre que, dans les conditions supposees, le banquier doit 
tirer a 5, 

Sans ynumyrer les cas possibles, qui deviennent plus nombreux 
quand le ponte a regu une carte suj)posee connue, nous nous bor- 
nerons k donner les rysultats. 

Le ponte se tient a 5, le banquier sachant qu'il a cette habi- 
tude. 
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Le sort du ponte qui a 5 est le suivant : 


Probabilite de gagner 0,444^94 

» de faire coup nul. , . . 0,086907 

» de perdre 0,469400 


Le ponte qui a 5 demande une carte, Je banquier sail qiie telle 
est son habitude. 

Le son du ponte qui a 5 est le suivant : 


Probabilite de gagner 0,444346 

» de faire coup mil. ... o, 120935 
« de perdre o, 43471/ 


Tels sont les resultats du calcui Jorsque le ponte ne chercbe pas 
a tromper le banquier sur ses habitudes. 

Si le ponte qui a 5 s’y lienl faisant croire au banquier qu’il a 
] ’habitude de demander des cartes, le sort est le suivant : 


Probability de gagner 0,489612 

» de faire coup nul 0,094890 

» de perdre 0,416497 


Si le ponte, ayant 5, demande une carte en faisant croire au 
banquier qu’il a rhabitude de s’y tenir, son sort est le suivant : 


Probabilite de gagner o,447n3 

» de faire coup nul. . 0,126463 

» de perdre 0,426424 


L’etude n’est pas complete. Si le banquier ignore ce que fait le 
ponte quand il a 5, doit-il tirer a 6? Quelle est, dans cette inde- 
cision, la chance du ponte qui a 5? 

11 est impossible de la calculer: elle depend de la chance qu’il 
ya, quand il aura pris son parti, pour que le banquier se trompe 
ou devine juste en se demandant ce qu’U fait quand il a 5. 

En resume, le ponte doit-il se tenir k 5, doit-il tirer? 

Si, sans jouer au plus fin, des le ddbut de la partie, il declare 
franchement ses habitudes, il doit tirer a 5. 

Si les conventions du jeu permettent la ruse, il doit se tenir a 5, 
en faisant croire au banquier, s’il le pent, qu’il a I’habitude de 
tirer. 



CHAP. 11. PROB\BILITES TOTALES ET COMPOSEES. 4 1 

34 . pROBLEME XX. — n -f- 1 joueurs A.^5 A2, . . jouent 
aux conditions suivantes: A^ et A^ jouent une premiere partie ; 
As remplace le perdant; A4, A5, ... luttent success ivement 
centre le perdant de la partie precedente^ La poule continue 
ainsi jusqiCd ce qu^un joueur ait gagne successivement tons 
les autreSj et par consequent n parties de suite. Quelle est la 
prohabilite pour que la partie se ter mine au coup de rang 

Le joueur qni gagne la poule au coup de rang x est entre au 
jeu au coup de rang x — /2 h- i; il a gagne ce coup et les n — i 
suivants. On peul partager celte hjpothese en n — i aulres, en 
distinguant les cas d'apres le nombre des parties gagnees par Pad- 
versaire du joueur dont nous parlons au moment ou celui-ci est 
entre au jeu. 

Soil la probabilite pour que ce premier adversaire ait gagne 
une seule partie, la probability pour que cette liypothese se pre- 
sente et fasse gagner la poule au coup de rang x est 

mais on a evidemment 


Gar, si la partie se termine au coup de rang x — i , le joueur qui 
la gagne avait une partie gagnee dyja au coup de rang x — n-h i, 
el il en a ensuite gagne n — i sans interruption. 

La probability pour que la poule se termine au coup de rang x^ 
le joueur qui la gagne ayant rencontry d’abord un adversaire qui 
n’avait gagne qu’une seule partie, est, d’apres cela, 

Soit'/>2 la probability pour que le gagnant de la poule au coup 
de ranger ait eu pour premier adversaire un joueur ayant gagne 
deux parties dyja, le terme correspondaiit de la valeur de you sera 
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On a, ^videmment, 


par consequent, 


i 

X X-2 — P2 ^ 

“2 


est le second terme de la valeur de 

Le raisonnement successivement applique a chacun des cas 
donnera 

(l) Xx = - Xx-X -H ^ Xx-2 -i- g Xx~z -1- Xx-n^\ • 

On a, evidemment, 

ri = ^2 = 0 , = O, . . . , Xn-l = 0 , Xn— ~n ' 

I^’equation (i), a Faide de ces donnees initiales, fera connattre jKa? 
pour X n i et pour les valeurs) suivantes. 

3o. Nous donnerons, pour terminer ce Chapitre, l’(§nonc^ de 
quelques problemes emprunt^s pour la pliipart a Moivre etdont Ja 
solution est facile. 


Problems XXI. — Probabilite pour obtenir une fois le point i , 
et une fois seulement, en jetant quatre des. 


5oo 

*296 


0,3858. 


Probleme XXII. — Pierre parie que, en jetant cinq des, il 
obtiendra une fois le point i et pas davantage. Quelle est la 
probabdite de gagner? 


4()5i 

7776 


= 0,59813. 


Probleme XXIII. — Quelle est la probabilite pour quCy sur 
cent essais successifs a^ec un seul di, on obtienne une fois au 
moins une succession de cinq as sans interruption? 


o,oio?.6. 
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Probleme XXIV. — Pierre parie d^amener en trois coups, 
avec deux des, le point 5 et le point 7, chacun une fois. Quelle 
est sa probabillte pour gagner? 


3t 

324 


0,0956. 


Probleme XXV. — Pierre entreprend d^obtenir le point 7 
avec deux des avant qu^aucun autre ne se soit produit deux 
fois. Quelle est la probabihte de gagner? 


73o3 

13 ^ 


0,6269. 


Probleme XXVI. — Pierre jette trois pieces de monnaie, 
Paul en jette deux; celui des deux qui amenera le plus de 
faces gagnera. Si les nombres sont egaux, on recommencera 
V epreuve jusqu^a ce qu^elle donne un resultat. Quelle est la 
probabilite pour que Pierre gagne? 

II 


Problems XXVII. — Pierre lance un de et recommence au- 
tant de fois quHl faudi'a pour amener, soit deux fois le point i , 
soit Vun des points 2 ou 3. Quelle est la probabilite d^ amener 
deux fois le point i ? 


I 

9’ 

Probleme XXVIII. — Pierre et Paul jouent aoec deux des, 
Pierre gagnera par le point 7, Paul par le point 6. Paul joue 
le premier et Us jettent les des alter natUement jusqu^dce que 
Vun d^eux ait amene le point qui le fait gagner. Quelle est la 
probabilite de Pierre? 

3i 

61 


Problems XXJX. — Pierre et Paul jouent avec deux des; 
Pierre jette les des deux fois. S^il obtient le meme point, il 
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gagne. Si les points sont differents, il continue d jeter les des 
jusqu’d ce quHL ait obtenu L^un des deux premiers points- II 
gagne si dest le premier- Quelle est la probahilite de gagner? 


721 

12^6 


0,5563. 


Probleme XXX. — On jette en Vair cinq pieces de monnaie- 
Quelle est la probahilite pour qu^elies montrent trois piles et 
deux faces? 

£ 

i6‘ 


Probleme XXXl. — Pierre et Paul jouenth un jeud'adresse- 
Le gagnantj apres chaque partie, marque un point- Le jeu 
devient egal lorsque Pierre, plus habile que Paul, lui rend 
deux points sur trois, qui font gagner la partie- Quelle est, d 
chaque partie, la prohabilite du gain pour Pierre? 

rp = 0,7937- 


Probleme XXXII. — Pierre et Paul jouent aux conditions 
enoncees dans le probleme precedent. Pierre peut, sans desa- 
vantage ni avantage, rendre un point sur trois - Quelle est pour 
lui la probahilite p de gagner une partie? 


Le rapport ^ = z est donne par [’equation 

I -i- 4 H- 4*2?® -1- 
On en d^duit approximativement 

^ = 0,627, /?=o,6f4. 


Probleme XXXIIL — One loterie contient un tres grand 
nombre de billets; le nombre des lots est le quarantikme du 
nombre des billets. Combien faut-il prendre de billets pour 
a^oir prohabilite ^ de gagner ou de ne pas gagner un lot? 

27 lie suffisent pas, 28 donnent au gain iioe chance plus grande 
que f 
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pROBLEME XXXIV. — Dans une loterie de 4oooo billets^ ily 
a trois lots, Pierre prend 8000 billets. Quelle est la probabilite 
d^ avoir an lot? 


= 0,488, a peu pres. 


Quelle est cede de les avoir tons les trois? 

I 


125 


= 0,008, a peu pres. 


Probleme XXXV. — Combien Pierre devrait-il prendre de 
billets, d la loterie indiquee au probleme precedent, pour avoir 
chance | de gagner un des lots? 

8202. 


Problems XXXVI. — Une Loterie, sur 100000 billets, doit 
donner 10000 Lots, Combien faut-il prendre de billets pour 
avoir chance j de gagner un lot? 

Le calcul donne 6,6. Avec 7 billets, la probabilite de gagner un 
lot, au moins, est 0,62172; avec 6 billets, elle est 0,46867. 


Probleme XXXVII. — Une loterie, sur i 000 billets, promet 
trois lots. Quelle est la probabilite, avec trente billets, de 
gagner un lot? 


871497Q 

99700200 


0,0874. 


Probleme XXXVIII. — On a dans une urne trente boules, dix 
blanches, dix noires, dix rouges; onen prend trots au hasard. 
Quelle est la probabilite pour avoir une boule de chaque cou- 
leur? 


100 


0,248s. 


Problems XXXIX. — En combien de coups, avec trois des, 
peut-on parier, avec chance egale, d^amener trois as deux 
Jois? 


36 t coups. 
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Problems XL. — En combien de coups y a^ec trois deSy 
peut-on parier, avec chance egale, d^amener deux fofs le 
point 10? 

45 coups. 

Peiobleme XLI. — En combien de coups, avec un seal de, 
peut-on parier, avec chance egale, de voir les six faces? 

i 3 coups. 

Probleme XLII. — En combien de coups, acec deux des, 
peut-on parier, a^ec chance egale, d^amener lous les doublets? 

79 coups. 
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CHAPITRE III. 


ESP^RANCE MATHfiMATIQUE. 


Hoc utrobique utar lUndamento : nimirum, in ale® 
la io tanti ffistiinandum est cujusque sortem^ sea expec- 
tationem ad aliquid obtinendum, quantum si habeat, pos- 
sit denuo ad similetn sortem sive expectationem per\e- 
nirc, ®qua condltione certans. 

Huigens. 


36. Definition de Tesperance mathematique, — 37. Assertion exageree de Pois- 
son. — 38. La recherche de Tesperance mathematique et celle de la probability 
sont deux problemes distincts. — 39. Exemple de la simplification d’un pro- 
bleme par la recherche directe de I’esperance mathematique. — 40. Second 
exemple. — 41. Troisieme exemple. — 42. Quatrieme exemple dans lequel la 
recherche de Pesperance mathematique fait connaltre la probability. — 43. Cal- 
cul d^une esperance mathematique deduite des probabilites des divers cas pos- 
sibles. — 44. Probleme sur le jeu de des. — 45. Discussion de la formule ob- 
tenue. — 46. La valeur probable d’une fonction n*est pas determinee par celle 
des grandeurs dont elle depend. — 47. Exception relative aux sommes et aux 
produits quand les facteurs sont independants. — 48. Paradoxe de Saint-Pe- 
tersbourg. — 49. Insuffisance des explications proposees par Gondorcet et par 
Poisson. — 50. La reponse du calcul est parfaitement raisonnable et n’a be- 
soin d'aucune justification. — 51. Insignifiance de Pexplication proposee par 
Daniel Bernoulli et devenue ceiebre sous le nom de theorie de Vesperance 
morale. 

36. Le sort des joueurs a ete la premiere preoccupation de& 
cr6ateurs de la theorie du hasard. On le nomme aujouid’hui espe- 
rance mathimatique, il est la valeur Equitable des avantages en- 
core incertains que font esp^rer les conditions du jeu. 

L’esperance mathematique, dans un jeu equitable, est, pour 
chaque joueur, ^gale a sa mise qui, livree au jeu, ne lui appar- 
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tient plus. Cette egalite tradnit la definition : ie joueur echange sa 
mlse contre une esperance mathematique. Si I’equivalence n’existe 
pas, le jeu n’est pas equitable. 

L’esperance mathematique de celui qui a la probabilite p de re- 
cevoir la somnie S est mesuree par le produit /?S. 

Si n personnes, en efTet, ont sur la somme S des droits egaux, 

g 

elles peiivent equitablement la partager el prendre cliacune — ou la 

tirer an sort et accepter pour part la probabilite ^ d’obtenir S. Si 

qnelques-iins des ajants-droit, au nombre de s’associent, on 
pourra leur offrir equitablement, soil le partage donnant a leur 

association ^^3 soil la probabilite ^ de recevoir S. Les deux olFres 

sont done equivalentes. 

37 . Poisson a ecrit : cc Si le gain espere par one speculation est 
60000^*’ et qne | soil la probabilite de I’obtenir, la personne qui 
devra recevoir cetLe somme eventuelle pourra considerer le tiers 
de 60000^^ comme un bien qu’elle poss^de etqiiePon devrait com- 
prendre dans I’inveniaire de sa fortune. )> 

Poisson va trop loin. Le plaideur engage dans un proces qu’il 
a neuf chances sur dix de perdre et qui, en cas de gain, doit lui 
rapporter 1 million, menlirait en disant qu’il possede too 000^^. 
Un homnie prudent, sur une telle garantie, refiiserait de lui pra- 
ter 5 oo^^. Son esperance mathematique vaut looooo^*", mais vrai- 
semblablement il ne irouvera pas d’acheteur. 

Cette confusion entre une esperance mathematique et la certi- 
tude d’une somme equivalenie a fait naitre de grandes difficultes. 
Nous aurons a y revenir. 

38 . Si la somme esperee est connue, la recherche de la proba- 
bilite et celle de I'esperance mathematique forment un meme pro- 
bleme. II en est autrement lorsque les conditions du jeu impliquent 
la possibility de gagner ou de perdre, suivant les cas, plusieurs 
sommes differentes. 

Si des yvenements ajant pour probabililes ..., pn donnent 

droit aux sommes S^, S2, S;^, I’esperance mathymatique est 


jPl Si 4 - /?2 S2 -h. . .H- Pn S/i- 
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Celui <|ui doit, siiivant les encore incertains, recevoir I’une 
on I’autre des sommes S|, S^, S/2, pent vendre ses droits et, 

par des marches eqiiitables, echanger ses chances con Lre les sommes 
2 S/2 qui donneront droit a n achetenrs difFerents 
de toucher en son lieu et place, le premier la somrne S^, si c’est 
celle qui lui echoit, le second la soinme S2, . . et entin le dernier 
la somme S,/. 

Le reglementdes comptes ne fera naitre aucune difficulte puisque 
deux acheteurs, d’apres les conventions, n’aiiront jamais a reclamer 
la in^me soinme. 

L’esperance mathematique est connue quand les probabilit^s 
des divers cas possibles ont ete calculees. iVIais il est plus aise, quel- 
quefois, de la chercher directement sans s’occuper des termes qui 
la composent. 

39 . PnoBLEME XLIll. — Pierre et Paul jouentau jeu de ren- 
contre. Une urne contient pi numeros marques i, 2, 3 , ..., pi. 
Paul tire successive ment les pi boules et s' engage a donner d 
Pierre chaque fois qu an numero sortira d son rang. Quelle 
est V esperance mathematique de Pierre? 

S’il fallait evaluer la probability des divers cas possibles, le pro- 
bl^me, sans ^tre difficile, exigerait de longs calculs. 

En nommant pi la probability pour qu’il j ait i rencontres, I’es- 
perance demandee est 

P\ -4- 2/>2 -H 3/>3 -H. . .-h P-Pjji.* 

La somine est plus aisee a calculerque chacun des terrnes qui la 
composent. 

L’esperance mathymatique de Pierre est, a chaque tirage, 

La somme espyree est en efFet et la probability de Pobtenir — • 

La firobabilite au moment oil le tirage va se faire dypend des 
numyros sortis antyrieurernent. Si le numypo i est sorti deja, la pro- 
bability de le voir au tirage est nulle. S’il n’est pas sorti, elle 

est -4 Mais c’est au debut du ieu qu’il faut la calculer, et 

|JL — i -h I J T 

la probability est alors — • 
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L’esperanoe matliematique de Pierre, etant pour chaque tirage 
esl, pour les u tirages, p~, c’esl-a-dire 

g- [i. 

40. pROBLEME XLIV. — Vne urne contient des boules noires 
et des boules blanches ; la probabilite de la soi'tie d^une boule 
blanche est celle de la sortie d^une boule noire est q. On 
fait p. linages en remettant chaque fois dans Vurne la boule 
qui en est sortie. Pierre receora P** chaque fois qu^une boule 
blanche sortiraj precedee et suwie par une boule noire. Quelle 
est, pour V ensemble des p tirages, I'esperance mathematique 
de Pierre? 

La probabilite pour qiie le tirage de rau^ i donne a Pieire le 
droit de recevoir est pq^^ car il faut le coneours de irois cvene- 
menls dont les probabilites soul q^ p et q. L’esperance mathema- 
tique etant, pour chaque tirage, egale a eJle est, pour Pensenible 
des p lirages, 4gale a 

L’esp^rance inathemati(|iie est la ni^me que si les p tirages se 
faisaient dans une nrne donnant k la sortie d’une boule blanche la 
probability pq'^^ et que Pierre dtll recevoir pour chaque botjle 
blanche sortie, sans qu’aucnne condition Mt imposee a celle qui 
la precede ni a celle qui la suit. Les deux jeux donnent a Pierre 
des avantages equivalents, mais non idenlique&. Dans le premier, 

sur p tirages, la plus grande somme qu’il puisse gagner est dans 

le second elle est p. Si Ton voulail, pour obtenir I’esperance ma- 
thymatique, calculer les termes qui la composent et, pour cela, 
chercher la probability pour qne sur p tirages Pierre eiit un 
nombre donne n de francs a recevoir, la difficulty des deux pro- 
blymes serait fort inygale. La considyration, parfaitement rigou- 
reuse, de I’espyrance mathematique dispense de les rysoudre. Pierre^ 
en effet, peht, pour chaenn des tirages, vendre la chance qu’il a de 
gagner sans avoir k tenir compte de I’intlnence exercye par les 
chances de Tun des coups sur celles du suivant. II est certain que, 
si J’acheteur du coup de rang i est favorise par le sort, celui du 
coup suivant ne ic sera pas; la boule qui iui appartient sera noire. 
Peu leur importe : la chance qu’ils achytent, an moment oii ils la 
payent, n’est ni augmentye ni diminuee. 
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41. Probleme XLV. — Un^ urne contient un grand nombre n 
de boules marquees des numeros i, 2 , On fait succes- 

sivement [x tirages, en remettant chaque fois dans Came la 
boule qui en est sortie. Pierre recevra chaque fois que la 
serie des numeros ecrits dans leur ordre de sortie presentera 
un maximum oti un minimum. Quelle est Vesperance mathe- 
matique de Pierre? 

Si I’on considere un tirage de«;igne, la probabilite pour que le 
nu m ero correspondant soil dans la suite un maximum 011 un mi- 
nimum est |. Si I’on compare en eflet le numero sorti a celui qui 
le precede eta celui qui le suit, il sera maximum s’il esl le plus 
grand des trois : la probabilite pour cela est el minimum s’il est 
le plus petit : la probabilite est egalement i; en ecartant comme 
ayant une probabilite negligeable, si n est ires grand, le cas ou 
deux numeros conseculifs seraient egaux, la probabilite pour que 
le numero dont le rang est donne soil maximum ou minimum eslf. 
L’esperance mathematique de Pierre pour chacnn des lermes de 
ia serie est done | ; elle est pour les p. lermes de la serie Ipi. 

Le raisonnement pent, comme le precedent, laisser un doute 
■qu’il faut discuter. 

Si, dans la suite, un numero est maximum ou minimum, ceia 
ehange la probabilite pour que le suivant le soil aussi. 

La probabilite pour que le vingtieme terrae de la suite soil 
maximum est j. 

La probabilite pour que le vingt et unieme soil maximum est 
aussi j. 

La probabilite pour qu’ils le .«oient tons deux n’est pas elle 
-est nulle. 

L’objection serait fondee si nous calculions les probabilit^s. 
•Quand il s’agit des esperances mathematiques, elle perd toute sa 
lorce. 

Pierre, en effet, peut vendre a des aclieleurs dilFerents chacun 
des francs qu’il peut esperer; tous les marches sont equitables. 
■Chaque acheteur a bien reellement probabilite | de recevoir 
pen lui importe que son gain, s’il est obtenu, diminue les chances 
d’un autre: les conventions partielles n’en sont pas moins 6qui- 
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tables. Pierre a pa vendre equi tablemen t ses droits Telle est 
done son esperance fiiatheinatiqiie. 

42. Si, line urne contenant deux boiiles blanches et ime bonie 
noire, on fait successivement p. tirages, I’esperance matheniatique 
deceluiqiiidoitrecevoir par boule blanche sortie sera |p comme 
dans le cas precedent; la s’arr^te la ressemblance des deux pro- 
blemes. La probabilite d’extralre de riirne iin certain nombre de 
boules blanches n’est pas egale a celle d’avoir un meme nombre 
de maxima ou minima. 

La probabilite pour qiie toiites les boules soient noires est 
celle pour qii’elles soient toules blanches (1)^*. Les probabilites 
de n’avoir ni maximum ni minimum et celle de n’avoir qiie des 
maxima et des minima sont tres difl'erenies. 

L egalile entre les esp^rances mathematiques n’implique nulle- 
ment celle des diverses probabilites qui figiirent dans leur express 
si on. 

43. PaoBLEME XLVI. — On trace sur un plan indejini des: 
lignes paralLHes equidistantes, Une aiguille est lancee au 
hasard sur le plan, Pierre rececra par rencontre de Vai- 
guille avec une des paralleles. Quelle est V esperance mathe-- 
matique de Pierre? 

L’esperance mathematique de Pierre est proportionnelle a la 
longueur de I’aiguille et independante de sa forme, droite ou 
courbe. 

II n’en est pas de meme de la probai)ilit6 de la rencontre, et ce 
probl^me, comme le precedent, montre la dilFerence entre le cal- 
cul de la probabilite et celiii de I’esperance mathematique. 

Une aiguille est droite; on la courbe; la probabilite de la ren- 
conlre est chang^e : Taiguille ne pouvait, si elle est plus petite 
que la distance des deux paralleles, procurer deux rencontres a la 
fois; elle le pent quand, sans changer sa longueur, on I’a pli^e en 
(iourbe. On pent m^me ^tre certain, si la courbe estfermee, qu’une 
premiere rencontre en rend une seconde necessaire. 

Les conditions du probleme sont done chang^es. L’esperance 
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mathemarique de celui qui doit recevoir par rencontre reste la 
meme. Chaque element de I’aiguille donne, en effet, une espe- 
rance independante des autres elements qui lui sont attaches. Celui 
qui doit recevoir par rencontre (c’est la m^me chose que s’il 
y a rencontre, quand une seule rencontre est [)ossible) pent vendre 
a des acheteurs dlfierents les droits resultant pour lui de chaque 
element de I’aiguille, et la valeur de ces droits reste la m^me, soit 
que J'aiguille soit <!roite ou conrbe. 

Soient a la distance de deux paralleles, L la longueur de Fai- 
guille, plus petite que a. Si la probability dVine rencontre est 
p est aussi Tesperance malhematique de Pierre. RempiaQons I’ai- 
guille par nn cercle de myme longueur. Le rayon R de ce cercle 

sera La probability pour que le cercle rencontre une des pa- 

ralleles est — * Si Ton partage, en effet, la distance a des deux 

paralleles entre lesquelles tombe le centre du cercle en n parties, ii 
j a chance egale pour qu’il tombe snr chacune d’elles, et il faut, 
pour qu’il y ait rencontre, qu’il soit a une distance moindre que R 
■de Tune ou I’autre des deux lignes. Le nombre des divisions favo- 

rables est leur nombre total est /z, et la probability de la ren- 

eontre est, par consyquent, 

a 

Si le cercle rencontre une des paralleles, il la rencontre deux 
fois; I’esperance mathemalique est done 

4 R 2 / 

a aTc 

Telle est la probability pour la rencontre de I’aiguille. 

, L’ingenieuse substitution d’un cercle a une aiguille rectiligne 
est due a M. Emile Barbier. 

44. Probleme XLVIL — Pierre a trois pieces de 5^^*, PauJ en 
a deux; its conviennent que chaciin jettera ses pieces* Celui 
qui obtiendra h plus grand nombre de faces pi'endra les cinq 
pieces* Le jeu est-il equitable? 
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Pierre expose el Paul lo^** sen lenient; mais Pierre a plus 
grande chance de gagner. La compensation est-elle exacte? 

Dans ce cas, comme dans un grand nombre d’autres, la methode 
la plus simple [)our calculer Pesperance mathernatique est de cher- 
cher la probabdite de chacnn des cas possibles. 

Pierre pent., avec ses trois pieces, amener o, i, 2 on 3 fois face. 
Les probahilites sont -g, |, | et-|. 

Paul pent avoir o, i ou 2 fois face; les probabiliU's sontj,|et{. 

Si Pierre n'a pas face une seule fois, sa probabilite de gagner 
est o, celle de perdre est |. 

S’il a face une fois, sa probabilite de gagner est celle de 
perdre 

S’il a face deux fois, sa probabilite de gagner est f, celle de 
perdre o. 

S’il a face trois fois, sa probabilite de gagner est i. 

La probability de Pierre est done 


3 I 3 3 I 

^_XO+gX^H-gX-4-gXI 


16 __ f 
/ 32 “ 2 


celle de Paul est 


I 3 3 I 3 I 


) 32 ^ 16 ' 


La somme des deux probahilites n’est pas egale a Punite, parce 
que la parlie peat ^tre nulle; mais, s’il est convenu qu^on recoin- 
mencera jusqu'a ce qu’un fles joiieurs ait gagne, les probability^ 
^ et representent deux fractions de myrne denoininateur ayarit 
pour numerateur les nombres de cas favorable.s, dont le rapport 
reste constant quand le nornbi'e des parties augmente. 11 faut done, 
pour avoir les deux probahilites, partager Tunile eii deux parties 
qui soient dans le rapport de a elles soni 


L’esperance mathernatique de Pierre est 


25 X 


8 


I i 


200 ^ 

XI * 


elle esi plus grande que sa mise. 
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L'esperance mathematiqiie de Paul est 

3 75 

9.0 X — = — ; 

I r 11 

elle est plus petite que sa mise. 

Le jeu est avantageux a Pierre. 


45, Probleinib XLVIll. — Un nombre n de joueurs ay ant 
depose chacan jettent an nombre p. de des. Uenjea total 
appartiendra d celiii qui amenera la plus grande somme de 
points, oil sera partage entre ceux qui auront amene le meme 
nombre de points, plus grand que celui des autres joueurs^ 
Pierre joue le premier, il amene k points. Quelle est, avant 
que Les ad^ersaires aient joue, son espernnce mathematique? 

Les qui fonnent Fenjeu total appartiendront a Pierre si 
aucuu des adversaire'^ a'ainene un point egal ou superieur a k] ils 
seront partages entre m H- i joiieurs si, auciin n’amenant un point 
superieur k k, m des advetsaires am^nent k. 

La probabilite d’amener avec p. des un point donne est connue 
par le Tableau donn4 (^9), qu’il serail ais4 d’etendre au cas d’un 
plus grand nombre de des. Noinmons qh la probabilit«^ d’un point 
superieur k k Qi pk celle d’un point precisement egal a la [)ro- 
babilite d’un point inferieur a k sera 

rk= \ — pk— qk' 


Pour que Pierre ait part a Fenjeu, il faut qu’aucun des points 
ne SOIL superieur a k\ la probability pour qu’il en soit ainsi est 
(i — 9 ^a-)"''L Soient p\ la probabilite, dans cette hypotbese, 
d’amener le point k et celle d’amener un point inferieur. 

La probabilite pour que Pierre partage avec i de ses adversaires 
est 


. . 4 . 1 . 2 . 3 . . . ( n — 1 — I ) 
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egale evideniment a 


'~lr --m+p'Ky‘-rTi 


Pa 


et, a cause de -4- = i , puisqne r'f. et sent les probabilites 
de deux ^venements conlraires, 


(n 


Pa 




il reste a calculer 7’]^ 

Le rapport de a est le m^me que celui de /> a pi(, L’hypo- 
ihese Faite cju’aucun nnniero siiperieur a k n'est sorti diminue 
en efFet le iiombre des cas possibles, sans changer celui des cas 
favorables a I’arrivee d’un nonibre de points egal ou inferieur a k. 
Les numerateurs de 7’^. et de p'f^ soni, avec iin m^me denoiuina- 
leur devenu plus petit, ceiix de el de On a done 


et, puisque 


CA 

P'^ Pk 




t'k 

rk-^Ph' 


P’k=^ 


..Jl 

rh-^Pk 


46. CJn probleme interessant pent (§tre resolu : 

Pierre ayant ohtenu le point A\ quel est le nombre d^ad^er^ 
suires le plus fm^or able h ses inter4ts, d est-a-dire quel est celui 
qui lui laisse la plus grande esperance mathematique? 


En accroissant le nonibi'e des joueurs, on accroit la soinme a 
partager, mais on diminue la chance d’y avoir pari et celle de 
Tavoir tout entiere. II fani determiner n de maniere a rendro (i) 
maximum. 

En egalant a zero ia derivde par rapport a on obtient 




Ijy-qk) 
Ir'k-^ — qk) 


Cette equation fera connaitre la valeur de n. 

Si Pierre a amen^ le point le plus dlev^ possible, on a q^^ o; 
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est nul et n infini. Pierre, dans ce cas, certain d’avoir une 
purt, a avantage a accroitre sans limite le nombre de ses adver- 
saires. 

L’esperance mathematique de Pierre ne grandit pas ind^fini- 
ment. La formiile (i), qnand on v suppose q]i=o tin infini, se 
reduit a 

Jl 

P'k 

L’enjeu total n devant ^tre pai-lage entre tons ceux qui auront 
le point maximum, pour que chaque part soit il faut qne le 
nombre des partageants soit np'i^. qnand k est le plus grand 
des points possibles, ne differe pas de /;a. npk est le nombre pro- 
bable de ceux d’entre les n adversaires qui ameneront le point 
maximum dont la probabilite est />a. 

Le Tableau suivant donne les resultats relatifs an cas ou Ton 
joue avec trois des. Pierre ajant amen6 an premier coup I’un des 
points inferieurs au maximum 18, la premiere colonne donne le 
point obtenii, les deux suivantes donnent les probabilit^s desi- 
gnees dans la lormule par pk et le nombre d’adversaires le 
plus avantageux pour chaque valeur de k est inscrit dans la qna- 
tri^me colonne; la cincjuieme donne la valeur de (i — proba- 
bilite pour que Pierre ait nne part. 


k . 


Pk ^ 

n . 



I 

216 

3 

216 

98, i 56 oo 

0,634140 

16 

‘ 2 I 6 

6 

216 

3 i, 41*^7 

0,555902 

i 5 

ro 

216 

10 

216 

i 3 , 4 '-i 34 

0,529248 

14 

20 

216 

i 5 

216 

6,5174 

0,530862 

i 3 

35 

2[(5 

21 

216 

3,2918 

0,558870 

11 

56 

216 

25 

216 

I ,64045 

0,61 I 2 I 5 


81 

IL 



1 0 

216 

2t6 

)) 



108 




9 

216 

216 
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SI Pierre ajanl lance six Hes a obtena cinq 6 et nn 5, on aura 


i 




Le noinbre d’adversaires le plub avantagenx est i 5 i 44 la pro- 
babiiite de recevoir une part, dans ce cas, 

o,7-23o35. 


47. Lorsqiie les valeurs probables de plusieurs grandeurs sont 
connueSj on ne connait pas pour cela la valeiir probable d’une 
fonction donn^e de ces grandeurs. 

La valeur probable d’une grandeur inconnue a est, par defini- 
tion, I’esperance math^matiqiie de celui qiii devrait recevoir line 
somme egale a a. 

Si a pent prendre, selon les decisions du basard, les valeurs a<, 
ag, . . . , a, 2 , er qiie, pour chacune d’elles, les probabilit^s soient 
P\-> • • • j Pii) L valeur probable de a esL 

«! pn^n- 

La valeur probable de a'^ est 

Pxol\ -h/7.ai ; 

elle est tres diff^rente du carrd de la valeur probable de a. 

Si deux grandeurs a et ^ on t pour valeurs probables A et B, la 

valeur probable de^ n’est pas On pent meme reinarquer que, 
si o est une des valeurs possibles de 6, si pen probable qu’elle 
soil, la valeur probable de ^ est infinie. 

48. Deux cas importants sont a noter. 

La valeur probable d’une somme est la somme des valeurs pro- 
bables des parties de la somme. 

C’est la consequence immediate de la definition. 

La valeur probable d’un produit, quand fes facteurs sont in” 
dependants^ est le produit des valeurs probables des facteurs. 
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Soienr a el b deux grandeurs. La pj*emiere peul recev^oir les va- 
leurs a^ , , a,/, flonL les probabilites sont /?< , pj,^ . . . , pn- 

La secor)de pent avoir les valeurs • i Pm? dont les proba- 

bilites sont < 70 , . . . , qm- Les valeurs probables sont 

3Cl -h /?2 ^2 -H . . . 4 - /?« 

Pi -1- ^2 PsH- • ; 

leur produit est la soinme des tennes tels qtie 

Pz'i 

qui repr^sentent Jes prodtiits de toutes les valeurs possibles 
dn |)roduit ab par leurs probabilites piqv* 

Si Tarrivee de ]’(^venemeat a exercait une inlluence sur celle 
de 6, la probabilite de I’association de a, avec ,3^- ne serait pas (33) 
le produit/)/ 

Si, par exemple, b est egal a les valeurs possibles de a elant 
a^ , aa, . . . , a,/, celles de b sont a^, aj, . . . , a;^. Si a est egal a a^, 
il est certain que b sera a^. 

49. Paradoxe de Saint-Peiersbourg. — On a oppose les in- 
dications du bon sens aux decisions de la theorie et pour con- 
damner les principes allegue leur'* cor)sequences. 

La discussion, jiiijqub'ci, n’a pas dissipe la meprise. La theorie, 
pourtant, est irreprochable ; il n’est pas juste de lui oppo^er 
I’absurdii^ de ses conseiL : elle n’en donne pas. 11 est deraison- 
nable d’exposer an jeu ime forte somme, indelicat d'accepter un 
risque qin pent rendre insolvable. Le Calcul des probabilites doit 
ignorer ces sages appreciations. 

On joue, c'est I’bypolh^se. A-t-on tort ou raison ? La question 
n’esi pas posee. 

On cherche les conditions equitables du jeu sans se demander 
si elles ^ont raisonnables, ni etablir ancune relation entre cette 
question, (jue Ton ne veutpas aborder, et le probleme a r^soudre. 

Le parti raisonnable, si les risques sont grands, est de ne pas 
jouer. 

On pent, en acceptant des conventions strictement equitables, 
faire un acte de fojie ou commettrc une escroquerie. La remarque, 
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pour ^tre incontestee, ne change pas la iheorie dn jeu equitable. 
La confusion est analogue a celle que faisait Poisson ( 37 ), en por- 
lant Line esperance malheinalique dans rinveulaire d’line fortune. 

Pierre, pour toute fortune, possede 100000^% il vent avoir une 
chance de gagner 100 millions. 

Rien n’est plus facile, repond sans s’euiouvoir le geoinetre qu’il 
consulie. Si le jeu est equitable, vous aurez 999 chances sur 1000 
de perdre vos looooo^'. 

La reponse doit s’arreter la. Si Pierre trouve 999 personnes de- 
sireuses comine lui de gagner 100 millions el resignees comme lui 
a la pi*esqne certitude de perdre 100000^*", ils organiseront une 
lolerie de 1000 billets a 100000^*" le billet. 

Lejeu sera equitable, la theorie le declat'e, le bon sens le de- 
montre, et Pierre, cependant, sera tres juslement interdit comme 
insense. 

Le probleme de Saint-Petersbourg est devenu c^lebre par I’in- 
genieuse combinaison des conventions failes pour dissimnler 
I’^nornutd des mises, 011, pour 4 tre plus exact, des engagements. 

Pierre et Paul joueni aux conditions suivantes : 

Pierre jette une pi^ce de monnaie. Si elle montre face, il don- 
nera a Paul. Si elle montre pile, il jettera la piece de nouveau. 
Si lace arrive au second coup il donnera 2^** a Paul. La pi^ce sera 
jetee jusqu’a la premiere arrivee de face qui termine la partie. S’il 
a fa I III Ja jeter n fois, Paul recevra 

Quelle est I’esperance mathematique de Paul? 

Elle est infinie. 

Paul, en effet, recevra, selon le nombre des coups qui seront 
joues, une somme ^gale k Tun des lermes de la suite illiinit^e 

I, 2 , 4,8, ..., 2«, .... 

Les probabilites pour lui de recevoir ces differentes sommes 
sont 

I ji r t 

2 ' 4 ’ 8’ **•’ 2«h-i’ 

LVsperance mathematique de Paul est, par consequent, 

I 1,1 

IX - -h2X 7-1“4 x - -1-...4-2«X 
240 


I 

2n-i 
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elle se compose d’lm nombre infini de termes qui sont tons 6gaax 

Quel que soil le prix douL il paje la promesse qui lui est faite, 
le marcbe sera avantageux a Paul. 

Qui voudrait cependant risijuer loo^^ a un tel jeu? 

50. Les reponses proposees an pretendu paradoxe sont nom- 
breuses. D'Alembert ecrivait a Lagrange : « Voire Memoire sur 
les jeux me fait desirer beaucoup que vous nous donmez une solu- 
tion du probleme de Petersbourg, qui me parait impossible en 
admettant les principes connus. » 

Les conditions du jeu impliquent contradiction, ont dit Con- 
dorcel et Poisson. Pierre prend des engagements qu’il ne pent 
tenir. Si face ne se presente qu’du centieme coup, le gain de Paul 
representera une masse d'or plus grosse que le soleil, Pierre le 
trompe en la lui promeltant. 

L’ob^ervation est jusle, inais n’eclaircit rien. Si Ton joue des 
centimes au heu de francs, des grains de -^able au lieu de cen- 
times, des molecules d’hjdrog^ne au lieu de grains de sable, la 
crainte d'etre insolvable peut diminuer sans limite. La theorie ne 
doit pas faire la difference. Elle ne suppose pas non plus qu’avant 
cliaque jet de la piece on depose la mise. Quelle que soit la delle 
de Pierre, la plume peut Tecrire, on reglera les comptes sur le 
papier; la theorie triouiphera s’iJs copfirment .ses prescriptions. Le 
hasard tres probablement, on peut dire ires certaineinent, finira 
par favoriser Paul. Quel (jue soit le prix dont il paje, a chaque 
partie, la promesse de Pierre, le jeu, s’il est tenace, Tenrichira sans 
limite. Pierre, insolvable ou non, lui devra une somme immense. 

51. Si une machine pouvait jeter looooo pieces par seconde 
et enregistrer les resuliats, Paul, en payant looo^** par partie, 
s’endetterait sans doute d’une centaine de millions par seconde; 
il n’en ferait pas moins, apres quelques millions de milliards de 
siecles, un benefice colossal. Les conditions du jeu le favorisent, 
et la theorie a raison. 

On peut, sans calculs, rendre I’asst^rtion ^vidente : 

Supposons, pour ne pas aborder de trop grands nombres, que 
Pierre s’engage a faire i milliard de parties. 
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Cherchons quelle somme Paul pent esp^rer recevoir, saus pre- 
siimer poiu* lui le hasard benevole. 

Sur I milliard de parties, il faiiL s’attendre a en voir 5 oo millions 
pour lesquelles Paul ne recevra que i^*'. On ne peut s’etonner 
d’amener face une fois sur deux. Si le nombre est moindre, Paul 
aura du bonheur; nous ne voulons pas lui eu supposer. 

La seconde moitie ,des parties jouees commencent toutes par 
I’arrivee de pile. Le second coup amenera face vraisemblable- 
ment 25 o millions de fois : une fois sur deux. Paul, pour cliacune 
de ces parties recevra 2^*'; il doit, de ce chef, esperer 5 oo millions, 

Les 25 o millions de parties restantes commencent par deux lois 
pile; pour la moitie d’entre elles, on doit s’j attendre, face arri- 
vera au troisieme coup, Paul recevra 4 ^^’; c'est encore 5 oo millions 
qn’il pent raisonnablement esperer. On peut renouveler trentefois 
le meme raison neinent et voir clairement que 1 ’ensemble des par- 
ties doit vraisemblablement rapporter a Paul, d’apres les condi- 
tions convenues, une quinzaine de milliards. Le hasard, evidem- 
ment, peut le favoriser et accrottre la somme, ou le mal trailer et 
la diminuer; mais, en donnant i 5 ^** par partie, il a des chances 
s 6 i‘ieuses de ne rien perdre. 

Si Pierre doit faire 100 parties seulement, les chances sont dilli^- 
rentes; Paul, en donnant 1 5 ^^ par partie, aurait grande cbance de 
se trouver en perte. Les conditions du jeu lui seraient toujours 
avantagenses; mais son avantage resulterait des gros benefices 
possibles, donl la cbance est petite. 

51, au contraire, au lieu de i milliard de parties, on en devait 
faire 1000 milliards, Paul, au lieu de i 5 ^^, poiirrait donner 20^^ 
par partie, avec chance serieuse de recouvrer 20000 milliards, 
sans compter, bien enlendu, pour rien dans eette appreciation 
sommaire la possibilite de gagner des sommes immenses, dont le 
calcul exact a dii tenir compte. 

52 . La reponse la plus singuliere faite au pr^tendu paradoxe 
est celle de Daniel Bernoulli qui, le premier, a tirade I’oubli cette 
question autrefois proposee par son cousin Nicolas. 

100 millions, suivant Daniel Bernoulli, ajout^s a une fortune 
deja acquise de 100 millions, ne sufflisent pas pour la doubler. 
Quels avantages nouveaux peuvenl-ils procurer. 
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II substitne, en consequence, a Te'^perance mathematique I’es- 
perance morale, dans le calcul de laquelle une fortune depend non 
du nombre d’ecus dont elle se compose mais des satisfactions 
qu’elie procure 

Le probleme etani ainsi pose, Bernoulli a I’audace de le re- 
soLidre. La solution est simple. Un accroissement dx ajoute a une 

fortune x vaiit . Celiii dont la fortune eta it a et devient b ^anne 
un a vantage me sure par 



Jamais compte n’a ete ni ne sera regie de la sorte; mais, grace a 
d’illnstres approbations, la theorie de I’esperance morale n’a pas 
moins contribue a la c^lebrite de Daniel Bernoulli que ses admi- 
rabJes travaux de Phvsique. 

S3. Biiffon a accru par son eIo([uence I’importance, je veux dire 
le retentissemenl de I’id^e de Bernoulli. 

La theorie de I’esp^rance morale est devenue classique, jamais 
le mot ne put ^tre plus exaclement employ^ : on T^tudie, on I'en- 
seigne, on la d^veloppe dans des livres justement celebres. Le 
succes s’arr^te la, on n’en a jamais fait et n’en pourra faire aucun 
usage. 

L’importance d’une somme d’argent diminue avec la fortune de 
celui qui Ja recoit. 

« L’avare, ditBuffon, est comme le math^maticien : tons deux 
estiment I’argent par sa quantile numerique. L’homme sens^ n’en 
considere ni la masse ni le nombre. 11 n’y voit que les avantages 
qu’il pent en lirer. II raisonne mieux que le mathemalicien, L’ecu 
que le pauvre a mis a part pour payer un imp6t de n6cessite et 
I’ecu qui complete les sacs d’un financier n’ont pour Favare et le 
math^maticien que la meme valeur. Gelui-ci les comptera par 
unites cgales, Tautre se les appropriera avec un plaisir egal, au lieu 
que Fhomme sense comptera I’ecu du pauvre pour un louis el 
Tecu du financier pour un liard. » 

Un commentateur, qui n’estpas sansm6rite, Qiietelet, a ajoute, 



CALCUL DES PROBABILITES. 


64 

pour faire mieux compreudre ime theorie qu^il expose et ap- 
pro uve : 

« Ainsi looo^*^ pour celui qui ne possede que 2000^** ont ia 
meme importance que Sooooo^’^ pour celui qui possede i mil- 
lion. » 

Si, par ce fier dedain de la fortune lorsque le necessaire est 
assure, on echappe au reproche d’avarice, c’est pour en meriter 
an plus grave. Celui qui possedanL un million en acquiert un se- 
cond changera fort peu, pas du tout peut-^tre, les habitudes de sa 
vie. 

Es>t-ce la, pour qui n’est pas avare, le seul fruit de la richesse? 

Si rhomme sense dont parle BufFon n’est pas un cynique 
egoiste, il pourra, sans thesauriser, faire bon usage des millions 
qu’on lui suppose. On pourra les doubler, les d^cupler et les dou- 
bler encore, sans ralentir la progression constante du bien qu’il 
peut faire. N’a-t-iJ pas une famille a enrichir, des mis^res a sou- 
lager, de grandes oeuvres k cr^er on a faire naitre? 11 evitera, s’il 
est sage, de jouer gros jeu, m^me ii des conditions ^quitables; 
mais, s’il ne porte pas, si riche qu’il soit, too 000^*^ par jour a la 
roulette, la crainte de la perte I’arr^tera beaucoup plus que le 
m^pris du gain. 
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CHAPITRE IV. 


THEOR^:ME DE JACQUES BERNOULLI 


Hoe est illiiM piolilcma, r^uod evulganduni hoc 

loco piopostn, posi({iuini j.im pei vicennium pressi, el 
eujns lum novitas, turn siimma utiUtas cum pan conjuncta 
dilficultate omnlbu^ reliquis liujus doctrinm capitibu& 
potKlu-^ el preiium superaddere potCbt 

jACOBL’i) BERnOULDI 


53. R^gulante observee des resullals du iiasard — 54. Probabilite des epreuves 
rep^Lecb — 55, Ev^nemenls donL Id probabilite est maximum. — 56. Valeur 
approchee du produU i 2.3. ./i. — 57. ProbabiliLe maxima dans une sene 
d’eprcuves. — 58- Pi’obabilite d’un evenernent peu different du plus probable. 
— 59. Fiction d’un ecart represente par une v'ariable continue — 60. Premiere 
verification. — 01 Seconde verilication. — 02. Calcul exact de la valeur pro- 
bable du carre de I’ecart; elle ne differe pas de la valeur approchee. — 
6.3. Troisieine verification. — 64. Galcul exact de la valeur probable de I’ecart, 
elle n’est pas egale k la valeur approchee. — Go. La probabilite pour quel’ecart 
soil iiiferieur a une liniite donnee est donnee par une integrale que Pon a 
reduite en Table. — 66 La probabilite d'un ecart absolu infei'ieur a une limite 
fixe tend vers zero; quand le nombre des epreuves augmente, c’est I’ecart rela- 
tif qui tend vers z^ro. — 67. La probabilite d’un ecart sur p, epreuves, depend 

de . exemples numenques. — 68 Ecart probable et ecart inoj^en; leur rap- 
v/p. 

port. — [69 Representation du nombre probable d’arrivees en introduisant 
un facteur dont la valeur determine la coniiance meritee par la fortnule. — 
70. Ce qu’on doit entendre par jouer plus ou moms gros jeu, expression de 
laquelle dependent les chances de perte sur un grand nombre de parties — 
71 Application du th^oreme de Bernoulli aux chances eiecioraies. — 72. Dif- 
ferences entre les conditions reeUes et les tlonnees du probleme precedent. — 
7,S. Le theoreme de Bernoulli suppose la probabilite d’un dvenement inva- 
riable, il suppose aussi que cette probabilite ait une valeur objective; re- 
marques sur cette question. — 74. Exeraple d’une serie d’^preuves faites avec 
probability variable. 

53* Le hasard corrjge le hasard. Une vague experience r^v^le 
la justesse de cette maxime a ceux m^mes qui en ignorent la 
B. 5 
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rigueur. Le mot rigueur n’est pa& exager^. Les resultais de I’ac- 
tion libre du hasard sont predits aveo certitude, sans genei‘ en 
rien ses caprices. 

La certitude n’est pas celle d’un theoreme de Geoin.etrie. 11 
faut I’accepter dans le sens qu’indique Jacques Bernoulli, vcri- 
lable inventeur de Tun des plus admirable^ resultats de la Science 
mathematiqiie : In iisu vitce civili ubi moraliter certurn pro 
absolute certo habetur, 

Vous sorlez sans abri par im violent orage, vous serez mouille, 
cela e^l certain. 

La certitude du theoreme de Bernoulli est de meme sorte. La 
ressemblance va a I’idenlite. La m^me objection peut '.’appliquer 
avec aiitant, osons dire avec aussi pen de raison dans les deux 
cas. 

La pluie, dites-vous, me mouillera, qu’en savez-vous? Cbaque * 
goutte esL dirigee par le hasard, aucune n’a de destination; rien 
ne prouvant pour aucune d’entre elles qu’elle ira s’abattre sur le 
promeneur, de quel droit affirmer de I’ensemble ce qui est incer- 
tain pour chacune? 

Sans que I’assertion soil certaine ^ la mani^re du carr6 de 
I’hjpotenuse, on pout la produire avec entiere confiance. 11 j a 
plus : si deux promeneurs sortent ensemble et marchent sans se 
quitter sous la m^me pluie, non seulement ils seront inouilles 
tons deux, mais ils le seront egalemenl. Si Tun d’eux accusait le 
hasard de lui avoir donne la plus grosse part, il ne rencontrerait 
pas plus de creance que s’il affirmait n’avoir rien recu. 

Les ev^nements fortuits ressem blent aux gouttes de pluie. 
Pourvu qu’ils soient as»ez nombreux, le hasard les distribue equi- 
tablement entre tons les cas possibles, sans en I’avoriser aucun. 
Tel est le theoreme que nous allons demontrer avec precision et 
dont I’importance meme juslifiera plusieurs demonstrations. 

La premiere repose sur plusieurs propositions, dont chacune 
par elle-m^me est de grande importance. 

54. Probleme XLVII. — La probabilite d'un e{>enement 
est p, celle de I’e^enement contraire est q \ on fait p. epreuves 
dans les memes conditions. Quelle est la probabilite pour que 
le premier evenement se presente n fois, le second pi — n fois? 
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Si I’ordre dans lequel les evenenienls doi\ent se succeder etail 
assigne, Ja probabilite demandee serait (24) le produit de n fac- 
teiirs egaux a /> et de p — n egaux a q 

(i) 

L’ordre restant indeteriuine, I’evenement pent ^tre decompose 
en an tan t d’auLres, de probabilites egales, qu’il y a de combinai- 
sons possibles de p objets dont n sont egaux a A et p — a B. Ce 
nombre est 

I . ‘ 2 . 3 . . . { JL 

1 . 2 . 3 . . . n . 1 . a . 3 . . . uL — n 


La probabilite demandee est done 




1 . 2 . 3 . 


I . 2 . 3 ■ . . {JL 

./1. 1.2 . 3 [JL — ri 




c’c'jt le terme general du developpement de (/? -p q'Y', 
Si Ton ecrit 


le premier terme represente Ja probabilite pour que I’ev^nement 
dont la probabilite est q ne se pr^sente pas une seule fois; le 
deuxieme, ]a probabilite pour (|ue cet evenement arrive une fois; 
le troisieme, pour qu’il arrive deux fois, etc. 

La somme des k premiers termes est la probability pour que cet 
evenement, dont la probabilite est^, arrive an plus k — i fois sur 
p epre lives. 

La .somme de tons les termes est la probabilite pour que I’evy- 
nement arrive au plus p fois, e’est la certitude, et la somme des 
termes est 6gale en effet k I’unite, piiisque p q = 


o5. Probleme XLVIII. — La probabilite d^un e\?enement 
est celle de V evenement contraire est q\ on fait p dpreuves 
dans Les memes ^conditions. Quel est, pour chacun des deux 
evenements, le nombre d^arrwees le plus probable? 

II faut trouver pour quelle valeur de n, p ytanl donny, 
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[’expression (a) 


I . 2 . 3 . . . (i. 

1 . 2 . 3 . 1.2 — n) 


pnq\J^-n 


acquiert la plus grande valeur. 

Si I’on range les expressions (2), c’esUa-dire les terines dn 
developpement de (/? -h ^ suivant Tordre des valeurs decrois- 
santes de n, le rapport d’un terme an precedent esL 

n ~h I £ 

l-i — /I ^ * 


La valeur cherchee de doit rendre ce rapport plus grand que 
I’unite, et le rapport huivant, obtenu en changeant /^ en n — 
doit ^tre plus petit que Tunite. 

Nous avons done, pour determiner n. 


p 




<L 


jjt, — /A H- 1 p 
{n-^\)q'> \Lp-~np, 

nq <.)xp — np -H p 


et, a cause de H- £ = i , 


n:> ^p — q. 
n < ^/? -h/?. 


Le nombre entier n est compris, d’apres ces forznules, enlre 
deux limites dont la difference p q est egale k I’unit^. 

11 est done determioe. 

On peut dire, en negbgeant la fraction, que \t.p est le nombre 
le plus probable d’arrivees pour I’evenement dont Ja pz'obabilite 
est /?; le nombre d’arriv^es le plus probable pour I’evenenient dont 
la probabilite est q est u — = ^q. 

La combinaison dont la probabilite est la plus grande est done 
celle dans laquelie les eveneinents se produisent en nombre pro- 
portionnel a leurs probabilites. 


06. Pour rendre possible I’application des expressions trouvees- 
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pour Ja probabiiite, ilfaiit transformer les produits qui j figurent. 
Le nombre des facteiirs, (|uand les epreuves sont nombreuses, 
rendrait les calciils interminables. 

La transformation repose siir la c^lebre formule de Stirling 

I . ‘2 . 3 . . . = 6 -" n’^s/o.Tz n. 

Les deux membres ne sont pas egaux, leur difference grandit 
sans limite quand /i augmente ; inais leur rapport tend vers I’unite, 
el cela suffit. Nous devons d’abord demontrer cette formule, 
Posons 


(r) I .2.3 . . ./l = 71" Cp(/2.), 

et cherchons, lorsque n est grand, une valenr approchee de 

On a rigoureusenient, en changeant dans (i) n en n -4- i et divi- 
sant la seconde equation par la premiere, 

of 71 -4- l) f/i H- I)"”!-! 

J - " - = n> -H I « 

0{n) 72" 

par consequent, 

ofTi -H i; = o(n)^i -h 

lorsque n est grand, differe pen de 
Si done on pose 

la fonction par le changeinent de /i en /z -h i , se multipliera 

par un facleur pen different de I’unite. Nous pourrons ecrire 

J.2.3. . ./i = 71" 


avec la certitude que ^(^0 lentement quand n augmente. 

♦i(/ 2 ) varie lentement, rnais il n’esl pas constant et ne tend pas 
^ le devenir. On a, en elfet. 


^l(7^-f- l) 



Posons, pour evaluer le second membre, 
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Iz — i — Til 

el, en remplacanL ^ j par les deux premiers lerines de son 

deveioppement en serie, c’est*a-dire en negllgeant 

= l — =: — • 

\n j 'in 

Par cons^quenl 

j 

j__ 

et, en remplagant par les deux premiers lernies de son deve- 
ioppement, 


Nous pouvons ^crire, en n^gligeant 

^ . JL, 

'in 

On a au m6me degr^ d’approximatioii 

, Jn-^ \ ^ / 1 I 

y n y n in 


la fonction i(/2) varie done, quand on neglige suivanL la meine 

loi que \ln. 

Si Ton pose 

— ^/n¥(n), 

par consequent 

1 .2.3. . ./I = n>^e"^y]n F( /i), 


la fonciion F(/?) variera Ires lentement, le rapport 
r^duisanl a Tunit^ quand on neglige 


F(7H- I) 

F(n) 


se 
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On pourrait conliniier le tneme mode d'approximation pour 
chorcher la valeur approcliee de F(7z), comme nous avons cherche 
celles de et de mais il est permis de s’arr^ter, parce 

que, d’apres I’evaliiation obtenue pour le rapport on 

pent demontrer que F(/i) tend vers une valeur constante par 
laqnelle on peut des lors le remplacer si n est Ires grand. 

reduisant a I’unite quand on neglige on peut 

poser 

f* ( /i -h i ) Xj 

P{/i) ^ 

X| ne grandissant pas indefiniment avec / 2 , nous en deduirons, en 
changeant la valeur de /i, 

F( /I H- a ) Xo 

F(7i (n -f- 1 )-^ ’ 

F(n H- 3) _ X) 

F(n-H2)"~ -H 


P(n p) ___ 'kp 

F(7l-Hp — i) “ (/z -H/? — 1)^’ 

Xi, Xq, . . n’augmentani pas sans Hmite avec p, En multipliant 
les equations precedentes, on a 


F(n-i-p) 


r.+ 1 

fi 1 1 

P{n) 


L'^ (n+ir-J' 



le second membre, et par consequent le premier qui lui est 6gal, 
tend vers Tunite lorsqne, n ^tant de plus en plus grand, on donne 
a p une valeur queiconque, grande ou petite. On a, en effet, 



6 tendant ver> zero lorsque n augmente. Le logarlthine du second 
membre de (3) ^‘st 
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et, a cause de (4)^ 



^ 2 ) - 


'A2 


( ^ -M 




(n -^p — I )2 


( I “h 6/, ). 


(^eite expression tend vers zero quand n aiigmenle, parce que la 
serie dont ie terme general esi ~ est convergente; la somme des 

termes qui, dans cette serie, suivent ^ est done Ires petite, quel- 

que loin qu’on la prolonge, et elle resle tres j>etite quand les 
termes sont multiplies par des facteurs qui ne grandissent pas 
sans liinite. 

Nous pouvons done poser, en nommatit G la limite eonstanle 
vers laquelle tend F (/2 j, 

1.2 S. . ./I = Gn'* 


Le theoreme, sons cette forme, elait connii de Moivre; Stirling 
a trouv^ Ja valeur de la constante. 

On a, d’apres un theoreme celebre de Wallis, 

Tc _ 2 2 4 4 2/1 

2 ~ I 3 3 5 2 // — I 2 /e H- 1 ’ 


que Ton peat eorire 


iz __ .2.3. . .n 

2 ( 1 . 2 . 3 . . . 2 /I )‘^ 1 2 /I H- i) 

Si, dans cette formule, nous rempla^ons i .2.3.../?, el I.2.3...2/^ 
par leurs valeurs d^duiles du theoreme de Moivre, 

1 .2.3 . . .n = Ge“« n^\/n, 

1.2.3. , .in = Ge“2«(2/i;2« /2/^, 

elle devient 

H = G*^ ^ 

2 2( 2/H- I) 


et, lorsqiie n devient infini, 
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Nous pouvons ecrire eiifin 

(5) I .2.3. . .7^ = 

Pour eprouver I'exactitude de cette foriiiule, veritableinent 
indispensable dans les calculs de probabilites, faisons n==2o; 
nous troLiverons 

1. 2. 3 , 4. 5 .. .20 = 9432902008 1 76640000, 

g- 20 2020 v/40 Ti = 24ii27863855To4ooooo. 

Le rapport de ce^ deux nombres est 1 , 00417 * 


57 . Les probabilites de deux evenements contraires elant p 
et la combinaison la plus probable, sur p. epreuves, est celle 
dans laquelle le nombre d^arrivees du premier evenement est p/> et 
celle du second 

Cette probabilite maxima est 


( 6 ) 


1.2.3 

1.2.3. . 


•H- 

2.3. 




L’application de la formula de Stirling donne pour valeur 
approcliee 


e~^ V^2 g 


ce qui se r^duit, en ayant egard a la condition p q — i ? a 

I 

/ 7 ) ■ ■ ■ - • 

sJ^iz^Lpq 

Cette probabilite, la plus grande de toutes, contient \/p en divi- 
seur. Elle tend veis zero, quand le nombre des epreuves aug- 
mente. 


58. Chercbons la valeur approchee du ternie dans lequel Fexpo- 
sant de p est p/? — A, en supposanl ce terme assez voisin du tenne 

maximum pour que — el m^me ~-= soient petits. 
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L’expression exacte est 


(^) 




Le th^orenie de Stirling la reduita 


s/‘i’K\xpq 




V-P 


) (-^) 


On a, en negligeant 


(r-±\ ' = 

[[>-p—h-+- 

iV 

k 

A2 \ 

V \^p) 

■i/ \ 

\i.p 

2H^/3V 


-f- h -t- 


h 

h‘- N 

\ [^q/ 

2/ \ 




et, par consequent, en negligeant 






V \^p / \ ^q ) '^V'Kp q) ‘>‘p\q p) 


On a 

el I’on concUiL 


1 * ^ ^ 
p h'^Tq' 


up — A 


{Xyn-A-i-- /fa 

" e-f^/=^‘7e2t^W Z'/; 


Je second facteur difF^re fort peu de I’unilej on pent le supprimer 
et remplacer le terme (8) par 


( 9 ) 


\/’l-K]p.pq 


hi 

e 


La demonstration de cette formule suppose h petit par rapport 
a p; on 1 etend cependant a toutes les valeurs de A, sans qii’il en 
resulte, lorsque p est grand, aucune erreur sur les chiffres. 
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La fonclion 


e 


decroit, en effet, lorsque h augmente, avec une telle rapidite que 
sa valeur numerique n’a plus d’influence sur les chifFres con- 
serves. La probabilite dans I’eKpression de laquelle on I’introduit 
est elle-in^me d’une extreme petitesse et, quoique la formule 
accepLee n’en soit plus la valeur approcbee, la substitution de 
deux quantites negligeables I’une et I’autre est sans inconve- 
nient. 

On etend m^ine I’expression approcbee de la probabilite a des 
valeurs de h pour lesquelles cette probabilite n’existe pas; A, en 
eflet, ne pent etre plus grand que u/?, et on le fait varier sans que 
cela exerce d’influence sur les chifFres, entre — oo et cx>. 


59 . Par line fiction qui rendra les calciils plus faciles, nous 
remplacerons le noinbre entier h par une variable continue, en 
assignant a un ecart compris entre z ei z dz \di probabilite 

(lo) - - ■ -- ■' ■ e dz, 

^Q.'K\i.pq 

Ce mot ecart doit 4 tre defiui. On considere la valeur du 
noinbre d'arrivees de I’evenement dont la probabilite est p comine 
une valeur norrnale, la plus probable de toutes, et les aulres sont 
definies par leur difF§rence avoc celle-la. Cette difFerence prend le 
no I II dVcarr. 

Si, par exemple, on fait loooo epreuves a pile ou face et que 
pile se presente 5o2i fois, Vecart sera 21. Si I’on jette deux d^s 
36 000 fois et que sonnez se presente 996 fois, V ecart sera — 5 . 

La substitution de la fonction continue (10) a i’expression qui 
convient aux ecarts entiers, les seals possibles, est comparable a 
celle d’une courbe a un polj^gone. 

Supposons, par exemple, p. = 1000, p = q = ^. 

La formule (9) devient, jiour h = 4 o, 

— = 0 , 0010285 ; 

/ 1000 7C 
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pour h = 60, 


\/l000 7t 


g-7,2 


0,0000x883 ; 


pour h = loOj 


\/ roooTt 


£—-0= o,ooooooooo52oo6. 


L’iQfluence d’un nombre aussi petit dans les lorinules est insi- 
gnifiante; on pent le supprimer s’il existe, Tintroduire s’il n’exisle 
pas, le remplacer par un autre de meme ordre, les chifFres utiles 
dll resultat n’en seront pas modifies. 


60. Quelques ^preiives' justifieront la confiance accordee a la 
fonnale (to). 

La probability d’une erreur comprise entre z ei z dz etant 

^ - e dz^ 

^o.Tz^Lpq 


il est necessaire <iue la sommedes probabilitys de toutes les erreurs 
possibles represente la certitude; on doit done avoir 




f 

00 


2 m ^^5 = I. 


Si Ton pose, en effet, 






cette integrale devient 


f e-f’ dt. 


egale a I’unite en vertii d’un theorynie tres connu. 

L’ypreu've ryussit mieux qu’on n’ytait en droit de I’esperer; 
toute formule approchye doit en eli'et laisser craindre une erreur. 
Le rysultat, ici, est rigoureusement exact. 
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61. Cberchons, d'apres la formule (lo), la valeur probable du 
carve de I’ecart, c’est-a-dire I’esperance mathematiqiie de celui 
qiii doit recevoir une somme egale a Cette esperance est la 
somme des prodiiits de chaqne valeur de par sa probabilite : 
elle a pour expre^^sion, d’apres notre formule, 

■ re~^z^-dz. 

ynz\j.pq .-Coc 

PosOMS 


s/‘i \j.pq 

la formule devient 

(ii) f dt ^ )^pq , 

V' 7t J— « 


62. Nous allous chercher direclement la valeur exacte de I’espe- 
rance malliematique dont la formule (n) doiine la valeur appro- 
chee. Posons 


{p ^ q)^ — k\p^-‘^q -h ^ ^ ^ ^ , . 


Les Lermes de cette formule representent idgoureusemeut les pi’o- 
babililes dont ( 9 ) donne la valeur approchee. 

La probabilite qui correspond a un ecart h est 


knp^-^q^\ 

oil Ton a 

!% — ]xq — A, 
h— )xq — n. 


L’esperance matliematique de celui qui attend une somme egale 
a h'^ est done 

(11) — 

la somme S s’etendant k toutes les valeurs de n. 

L’expression (i i) peut s’ecrire 

( 12 ) S ^2 A ^qn -j- ^ knP^-‘^ q'^- 

On a 
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puisque Ton mullipHe tons les termesd’une somme egale 

a runite. 

L'identit^ 

(i3} 

donne, en egalant les derivees parrapport a pr4alablement mul- 
tipliees par 

\L{p-^q)V‘-^q=^ 

et, en renipla^anl {p + q) par Tunite dans Tequation precedente, 
qui est une identity, on en deduit 

'ZnPLriP^~^^q^ = 


et, par consequent, 

Uidentil^ (^3), differentiee par rapport k y, donne, en multi- 
pliant ensuite les deuxmembres par gr, 

p( p — l) (P q)V'~^q^ -t- p(/? q = knp^-^ q^^ 

et, k cause de p -\-q = \^ 

knP^~’^q^ = (JL( [JL — 1) 4- \kq, 

Ces formulas reduisent la somme ( 12 ) a 

\k^q^ — — ]^q = ]xq{\ — q) — ^pq, 

C’est le resullat obtenii (61). La substitution des valeurs appro- 
cbees aux valeurs exacteb n’a donn^ aucune erreur. 

II ne pent pas toujours en 6tre ainsi. Faisons une troisieme 
epreuve. ^ 

63. Cherchons la valeur probable de Tecarts considere en gran- 
deur absolue; cela est n^cessaire. car sans cela les termes n^gatifs 
detruiraient les termes positifs et le resultat serait nul. 

La valeur probable de d’apr^s la formule adoptee pourrepre- 



79 


CHAP. IV. — THEOREME DK JACQUES BERNOULLI. 

senler la probabilite d’une erreur est 

a r* ^ 

- • / ze dz. 

s/^iz^pq v/q 

L’integration s’^tend de o a I’infini seulement, parce que nous 
ne considerous pas les valeurs negatives, dont on tient compLe ce- 
pendant en introduisant le multiplicateur 2. 

Posons 


^pq 

L’integrale devient 

‘diM r 

telle est I’expression approchee de la valeiir probable de z. 

64 . Calculons exactement la valeur probable de Tecarl. 

La probabilite d’un ^cart ^gal a z est le terine dn developpe- 
ment de {p 4- 5^)^, dans lequel I’exposant de p est p/) -r-s et celui 
de — 5. 

II faut multiplier ce terme 


par afin de former Fesperance mathematiqiie de celui qui attend 
Que somme egale a On a, a cause de /? -h = i, 

^ />(p.gr — 2); 

et >^q — z sont les exposants de /? et de dans le terme 
de (/? H- qy^. Or, multiplier un terme 

q^p^ 

par 

c’est prendre la d^riv^e par rapport a en retrancher la deriv^e 
par rapport a et multiplier la difference par pq. 

Nous devons done prendre les terraes de developpement de 
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{P pour lesffueis z est positif, c’est-a-dire 

. . r.2.3...jx 


q->r- 


.2 ^ ^ 1. 2, 3... [JL/?. 1 '2.3... 




el retrancher la derivee par rapport a q de la derivee par rapport 
a /?, pour multiplier ensuite !e resultat par pq. 

Les termes, on l-e voit aisenient, be detruisent deux a deux : la 
derivee par rapport a ^ du second est egale a la derivee du pre- 
mier par rapport a /?; la derivee du troisieiue par rapport a q est la 
derivee du second par rapport a /?, et ainsi de suite; il ne reste 
que la derivee du dernier par rapport a /?. 


I 


1 . '2 . 3 . . jJt. 

,.p/? 1.2.3 


p^Pq'^n ]xqp. 


C’est le produit par ^pq du terme maximum, c’est-a-dire, d’apres 
la valeur approch^e (o7) de ce terme, 

\^P<1 ^ 

\/%{XTzpq s/^iTZ 

II faut doubler ce resultat, pui^que nous n'avons pi'is que ies va- 
leurs positives de z : il s’accorde avec I’expression obtenue (63). 


6 o. Nous pouvons done accepter avec confiance Pexpression ( 9 ) 
pour la probabilite d’un ecart egai a z. 

La probabilite pour que z soil inferieur a une limite donn^e a, 
e’esL-a-dire pour qu'il soit compris entre — a et H- a, sera 

a 52 

V f e~ 2 v-p<! ds 

ou, ea posant - ' - = t, 

\/‘i\xpq 

tt 

(i 4 ) T2fa = -7= / e-*^ dt. 

Cette probability s’obiiendra dans chaque cas particulxer a Taide 
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de Ja Table des valeurs de la fonction 

f e~^' dt = & (i), 

y/'K ^'o 

que Ton Irouvera a la fin dii Volume. 

0(^), on peut le voir a I’inspection de la Table, tend rapide- 
ment vers I’liniLe; on a 


0(3) = 0,9999779, 

0(3,70) = 0,9999998. 

66. On pent, sans consulter la Table des valeiirs de la fonc- 
tion 0, dediiire de la formule (9) d’importantes consequences. 

L’ecart zero est le plus probable. II a cependant une probabilite 
infiniment petite lorsque le nombre des epreiives devient infini. 

La formule qui represente la probabilite d’un ecart inferieiir a a 
s’annule pour a = o. 11 faut remarqner qu’en substituant un© va- 
riable continue a Fecart, qui necessairement est entier, nous de- 
vons, pour representer Fecart nul, prendre tout Fintervalle entre 
a = 0 et a= i. Nous n’avons plus alors une probability rigoureu- 
sement nulle, qui devrait diminner la confiance inspiree par la 
formule. 

Si Fon assigne a a une valeur dyterrainee, quelque grande 
qu’elle soil, la probabilite pour qu’il ne la depasse pas Lend vers 
zero lorsque ja augmenle sans limite. 

On peut 1‘egarder comme certain, par consequent, que, le 
□ombre des epreuves croissant indefiniment, Vecart croitra sans 
limite. La probabilite pour qu’il reste an-dessous d’une limite 
donnye est infiniment petite. 

Ce resultat fixe le sens du beau thyoryme de Bernoulli; Fecart 
retatif est de plus en plus petit, Fecart ahsolu de plus en plus 
grand. 

67. La certitude, quand Jes ypreuves se multiplient, de voir 
I’ycari absolu grandir sans limite peut se dymontrera priori, inde- 
pendamment de toute formule. 

Le rysuhat le plus probable de p. epreuves successives est I’ar- 
rivye [jL/> fois de Fevenement dont la probability est p, Cette pro- 
B. 6 
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babilite maximum, quoique plus grande que toutes les autres, 
tend vers zero; elle est (S7) proporlionnelle a 

Les autres, (|ni sont plus petites, tendenta fortiori vevs zero 
et, si I’on en prend ud nombre designe, quel qu’il soit, leur somme 
ne pent manquer de tendre vers zero lorsque, ce nombre restant 
fixe, a augmente indefmiment. 


68. II faiit insister, en donnant un exemple, sur cette distinc- 
tion entre I’ecart absoiu, qui doit grandir, et I’ecart relatif, qui 
lend vers zero. 

On joue a pile ou face. Combien doit-on faire d’epreuves pour 
que la probabilite d’obtenir pile ou face, sans preciser lequel, un 
million de fois au moins de plus que I’autre surpasse o,oi ? 

11 faut determiner p par Tequation 


1000000 


s/ 7t 


X 


V'f 


= 0,99. 


On trouve dans la Table de la fonction ^{t) 
0(1,83) = 0,99. 


Nous poserons done 


on en d^duit 


1 000 000 



1,83; 


jjL = 597 2n millions. 


69. La probability d’un ecart plus petit que a est, en ge- 
neral, 




il depend du rapport et tend rapidement vers I’unite quand ce 

V n 


rapport augmente. Si I’^cart relatif - reste constant, =\/u - 

H’ / jJL ‘ p 

augmentera sans limite, et la probabilite d’un ecart moindre que 
a se rapprochera de la certitude. 
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Cherchons, par exeniple, le nombre d’epreiives qu’il faut tenter 
a la roulette pour avoir gg a parier centre i de voir le zero sortir 
plus d’une Ibis stir quaraiUe en moyenne. Le nombre de sorties le 
plus probable est nne sur trente-sept; si le zero sort moins d’une 
fois sur quaranle, Fecart est negatifet plus grand que 

^ = Ko, 00.027)- j 

Nous avons 

e(i, 65 ) = 0,98. 

La probabilite d’un ecart plus grand que a, si I’on pose 

- 7 = = 1 , 6 a, 

/•A ^pg 

est done 0 , 02 ; le signe etant donne, elle esi o,oi. 

Nous poserons done 


En prenant 
on trouvera 


a 


a 


0,00*2027, 


1,65. 



36 


9^ 


37 ’ 


= 34 848. 


Quelque petit que soit Fecart relatif assigne, on pourra faire un 
nombre d’epreuves assez grand pour rend re la probabilite de ne 
pas I'atleindre aussi grande que Fon voudra. 


70. Deux ecarts remarquables ont regii des noms qu’il faut 
connaitre. 

On a 

0 ( 0 , 4769363 )= 1 . 

L'ecart a d6fini par Fequatxon 

-7: “ - = 0,476936 

va [>,pq 

a done probabilite ^gale d’etre ou de ne pas ^tre surpasse. 
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Get ecart 

se nomme Vecart probable t>iir [xepreiives. 

L'ecart moyeti est la valeur probable de Tecart; il a pour va- 
leur (64) 

^ \/fw= 0,79789 /tw- 

/t: 

Le rapport de Tecart probable a I’ecart moyen est o,8463. lls 
sont Tun el I’aiitre proportionnels k la racine carree du nonibre 
des epreuves. 

71. On repr4sente souvent le nombre d’arrivees de revenemenl 
dont la probabilite est siir a dpreaves successives, par 

i>.p±p^iixpg. . 

En assignant a p uiie valeur tmra^rique donnee, la probability pour 
que le nombre d’arrivees soil compris enlre les limites indiquyes 
par cette formule est iin nombre fixe, indypendant de [x, de p et 
de q, 

Dans une serie quelconque d’epreuves, il y a un a parier conlro 
un de voir le nombre d’arrivees de ryvenement dont la probabi- 
lity est p compris dans les limites 

(j.p± 0,4769 

neuf a parier contre un qu’il sera dans les limites 
H.7?±i,i63 

et rnille a parier contre un qu’il ne sortira pas des limites 
}xp ±: 2,327 

72. La formule (i4) permet de dyfinir avec precision ce qu’on^ 
doit entendre par jouer plus ou moins gros jea. 

Pierre joue 1000 parties, Tenjeu est Paul en joue 100 , mai& 
I’enjeu est IO*^^ 

Tons deux peuvent perdre looo^^ lls courent les mymes risques,. 
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mais n’j sont pas egalement exposes. Siipposons un jeu e(|iiitabl«; 
la probabilite do gagner est celle de perdre est q. La mise de 
Pierre est a, celle de son adversaire eist 6, et I’on a 

pb = qa. 

Si Pierre gagne -h h parties, il en perdra — A; son bene- 
fice sera 


( (jL/j -h A) 6 — ( — h)a = h(a b). 


II est proportionnel a A. 

La probabilite pour que la somme perdue ou gagn6e soit infe- 
rieure a A(« -j- A) = S est done 


2 r 

/ e-^ ^ 3 ?^ = 0 

v'^Jo L(«- 


b) \J‘X\^pq_ 


La situation faite aiix jouenrs par les conditions dn jeu et par le 
notnbre des parties est determinee par le produit (a A) 

Pierre expose lo^^par partie et jone 20000 parlies, avec chance 
egale de gagner 011 de perdre. 

Paul expose egalement ro**", mais sa chance de gain est g^^seule- 
ment; il doit, en cas de gain, recevoir 35 o^'. Combien Paul doil-il 
faire de parlies, a ce jeu equilable, pour courir les m^mes risques 
que Pierre? » 

Le nombre [x des parties est donne par Tequation 


20 / 5 000 = 36 o ^ 


20 000 

p= =571. 


La situation de Paul, qiii joue 671 parties, serait exaclement la 
m^me que celle de Pierre qui en joue 20000, si les formules 6taient 
rigoureuses; elles ne sont qu’approchees. Il ne faudrait pas les ap- 
pliquer a de petits nombres. 


73 . Supposons que, dans un paj'S qui compte 10 millions 
d’^lecteurs, on en designe 20000 par un tirage au sort, pour leur 
faire elire un repr^sentant. En supposant que le pays soit partage 
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enlre deux opinions, 45 ooooo d’un c6te et 55 ooooo de I’autre, 
quelle est la probabilite pour que le candidat ^lu appartienne a la 
minor] te. 

Le probleme estidentique a celui-ci : 

La probabilite d’nn evenement est 0 , 45 , celle de l’6venement 
contraire 0,55; on fait entre eux 20000 epreiives, quelle est la 
probabilite pour que I’ecart depasse 1000 en faveur de V evene- 
ment le moins probable^ 

La combinaison la plus probable donnerait a la minorite 
9000 electeurs sur 20000. Pour que le hasard la transforme en 
majorite, il faut un ecart superieur a 1000, dont la probabilite 
s’evaluera en divisant par 2 Tindicalion fournie par la f’or- 
mule (i4)} qtii se rapporte a un ecart inferieur a a dans un sens 
on dans Pauire. 

La probabilite pour avoir un ecart superieur a 1000 est 
\/ioooo / 

0(io) differe tellement pen de I’nnit^ que I’evenement peut 4 tre 
regarde comme absolument impossible. La probabilite de gagner 
deux quines de suite a la loterie serait beaucoup plus grande. 

L’ experience semble dementir la th^orie. Les minorites sont 
representees, et, sans qu’il y ait aucune relation entre leur nornbre 
dans le pajs et celui de leurs elus, celui-Iaest loin d’etre nul. 

Le calcul precedent suppose, en efFet, que, tous les 61 ecteiirs 
etant inscrits sur une seule iiste, on y prenne 20000 noms ati 
hasard pour composer le college electoral. II n’en est pas ainsi; 
les electeurs d’un m^me departement, d’un m^me arrondissement 
quelquefois ou d’une m^me ville ayant des interets comrnuns, ne 
pouvant manquer de subir les ra^mes influences, ne sont nulle- 
ment assimilables k im groupe de votants designes independam- 
ment les uns des autres sur le pays tout entier. 

74 . Lorsque la probabilite d’un evenement est connue, o'n pent 
predire avec presque certitude la valeur approchee du nornbre 
d’arriv^es de cet evenement sur un nornbre connu d’epreuves. 

J 1 faut cependant faire d’importantes reserves. 

Le tb^oreme reste vrai quand la probabilite de I’^venement est 
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inconnne. Le rapport du nombre des arrivees de I’evenement au 
nombre total des epreLive*^ s’approchera certainement de cette 
probabilite inconnue, si I’on augmente sans ce'^se le nombre des 
epreuves. Si, par exemple, on puise dans line nrne contenant des 
boiiles blanches et des boules noires, en reinettant apres chaque 
tirage la boule qui est sortie, le rapport du nombre de boules 
blanches sorties au nombre des tirages convergera vers la proba- 
bilite assignee par la composition de J’urne. 

Mais deux conditions sont necessaires : la probabilite ne doit 
pas chani*er pendant les epreuves, et elle doit avoir une valeur 
determinee. 

(Jn evenement incertain n’a-t-il pas toujours une probabilite 
determinee connue ou inconnue? 

II faut se garder de le croire. 

Quelle est la probabilite pour qu’il pleuve demain? 

Elle n^existe pas. 

Non pas parce qu’elle varie d’un jour a Taulre avec I’etat du 
ciel et la direction des vents; mais parce que dans aucune circon- 
stance elle n’a de valeur objective, la m^me pour tons ceux qui 
I’evaluent sans se tromper. 

II pleuvra ou il ne pleuvra pas, Pun des deux ev^nements est 
certain, des d present, et I’autre impossible. Les forces phjsiques 
dont depend la pliiie sont aussi bien determinees, soumises a des 
lois aussi precises que celles qui dirigent les planetes. 

Oserait-on demander la probabilite pour qu’il y ait eclipse de 
lune le mois prochain? 

U*i homme est age de quarante ans, quelle est la probabilite 
pour qu’il vive dans dix ans? 

Ni I’evenement cette fois, iii I’eveneinent contraire n’ont, des a 
present, certitude egale a celle d’une eclipse, mais la piobabilite 
n’a pas davantage, pour cela, de valeur objective, ind^pendante 
des renseignemenls connus et du bon jugement de celui qui en 
fait usage. 

Le roi de Siam a quarante ans, quelle est la probabilite pour 
qu’ii vive dans dix ans? Elle est autre pour nous que poui ceux qui 
ont interroge son m^decin, autre pour le m^decin que pour ceux 
qui ont re^u ses confidences; tres differente enfin pour des con- 
jures qui prendraient leurs mesures pour I’etrangler le lendemain. 
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Toutes ces probabilites sont subjectives, il n’en existe pas d’ob- 
jective. L’esprit se refuse a concevoir une urne contenant des 
boules blanches et des boules noires que I’on puisse composer 
chacjiie maim de telle sorle que la chance de vie pendant la jour- 
oee puisse eire reniplacee, pour un individu designe, par le tirage 
d’une bonie dans cette urne. 

Les cas jjrecedents ne peiivenl etre pri& pour exemj)le de Tappli- 
cation du theorerne de Bernoulli. Que ie roi de Siam meure ou 
vive, il est impossible de renouveler I’epreuve. 

II Taut considerer, au lieu d\in evenement isole, une classe 
d’evenemenis definis tous ensemble sans distinction. La r^ponse 
aloi's est moins evidente. 

Quelle est la probabilile pour qu’il pleuve dix Ibis a Paris pen- 
dant le mois de janvier? On ne du pas de quelle annee. 

Pour qu’un habitani de Paris age de quarante ans vive encore 
dans dix ans? On ne designe pas inhabitant. 

Ces deux questions, semblables en apparence a celles qui ont 
ete posees d’abord, en sonl reellement tres diflerentes. Nous r^u- 
nissons en eflet, sans distinguer entre eij\, tous les jours du mois 
de janvier de toutes les annees et tous les hommes ^es de qua- 
rante ans, au lieu de designer un seul jour et de s’occiiper d\m 
seul homme. 

Supposons que les progres de la Science permetlent la predic- 
tion des jours de pluie avec une certitude egale a celle des Eclipses. 
Le Tableau dresse a Tavance soustrairait le probl^me a la theorie 
du hasard, mais pour I’y farre rentier s’il s’agit d’un jour indb- 
termine du mois de janvier choisi dans une annee indeterminee. 

L’assimilation k nne urne devient possible alors. Le noinbre des 
boules est le nombre des journees de janvier pendant un grand 
nombre de siecles ; celui des boules blanches, le nombre des jours 
de pluie. 

Une difference suhsiste. Dans les epreuves relatives aux jours 
de pluie, on ne peut ni agiter les boules ni les remettre dans 
Fume. En termes plus clairs, Tev^nement observe un jour n’est 
pas sans influence sur celui du jour suivant. 

S’il s’agit des chances de mort pour un Frangais ig6 de qua- 
I'ante ans, la question est moins Evidente encore. On ne peut plus 
suppose!' le tableau des evenements dresse a I’avance avec certi- 
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tilde ni accepter, a priori^ rassimilation avec les tirades dans une 
urne. 

II n’esL pas permis d’affirnier ia regularile de la proportion des 
deces dans une grande ville ou meme dans un grand pays. 

Cette regLilarite est revelee par la statistique; elle est tres 
remarquable, mais nullement necessaire. 

Le rapport du nombre des deces a celui des survivants est, pour 
un age donne, a pen pres invariable. 

Le rapport du nombre des naissances masculines a celui des 
naissances feminines est constant a tres peu pres, a toutes les 
epoqnes et dans toui* les pays. 

II serai t impo'^sible de le demontrer a priori. 

Le nombre d’heclolitres de ble recoltes dans un departement 
vane d’une annee a I’autre. 

Poiirquoi celui des naissances est-il invariable? 

On ne saurait en dire la raison. 

La Constance des rapports, quand elle est constatee, donne-t-elle 
le droit d’assimiler les chances ^Jes deces et celles des naissances 
pour I’un et I’autre sexe a des tirages fails dans une urne de com- 
position invariable? 

La consequence n’est nullement permise. 

Les tirages au sort, si I’urne est composee pour cela, seront 
d’accord, en moyenne, avec la statistique. C’est une verity iden- 
tique. 

Mais de I’egalite des moyennes peut-on conclure celle des 
chances d’ecart? Ce serait admettre ce qiii est en question. 

Substituons aux hommmes d’une meme ville les moutons d’un 
meme troupeau'et faisons la statistique de I’abattoir; un marche 
fait pour un grand nombre d’annees r^gle le nombre des victimes, 
la regularile est parfaite. On peut composer I’urne dans laquelle 
on tirera avec certitude, pour un nombre suffisant d’epreuves, un 
nofnbre moyen de boules noires egal a celui des moutons sacrifies 
chaque jour. 

L’assimilation n’ira pas plus loin. Le nombre des boules noires 
variera d’un jour a I’antre; le nombre des moutons sera invariable. 

On fait une experience sur les des. On les introduit dans un 
cornet, on agite, on les lance eton note le coup. L’epreuve repetee 
20000 fois confirme les previsions iheoriques. Tous les cas se pro- 
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duisent proportionnellement a leurs probabilites. L'experimen- 
taleiir se fatigue; une seule chose importe apres tout, c’est de 
mettre le hasard a repreuve. 11 dicte les points sans jeler les des, 
il ^’interdit le choix, le hasard parle par sa houche. 

Obtiendra-t-il les memes resultats? Aura-t-il 1000 doublets 
environ sur 6000 epreiives? Le nombre des points impairs sera- 
t-il peu different de celui des points pairs? II serait temeraire de 
I’affirmer. L’improvisateur des coups de des pent se dire : il y a 
longlemph que je n’ai appele le double six, Pimpartialite veut qu’il 
ail son tour. Le sort n’a pas de tels scrupiiles, et il pourra arriver 
qu’une trop grande conformite aux proportions prevues trahisse 
I’intervention d’line cause perturbatrice. 

Si Ton jette deux des 6000 fois de suite, le nombre 
le plus probable des doublets est 1000, I’ecart probable est 

0,47698 19,4706 et Tecart nioyen ^ y/ 5 ooo = 28,0829. 

Si, en faisant tooo series de 6000 coups, tous les ecarts sont 
inferieurs a 20 ; si la valeur moyenne des ecarts, au lieu d’etre 28, 
est inf^rieure a 10, on pourrait affirmer avec une certitude presque 
inlaillible Fexistence d’une cause regulatrice corrigeant les ecarts 
du hasard. 

73 . Lorsque la probabilile d’un evenement est variable d’une 
epreuve a Fautre, le theoreme de Bernoulli n’est plus applicable. 

La generalisation proposee par Poisson sous le nom de Lot des 
grands nombres manque non seulemeut de rigueur, mais de pre- 
cision. Les conditions supposees dans Fenonce ediappent par le 
vague a toute appreciation mathematique. On peut, dans un cas 
simple et digne d’interel, appliquer le theoreme de Bernoulli, 
malgre la variation des chances pendant les epreiives. 

Supposons une urne contenant un nombre \ de boules blanches 
oil noires, la probabilite d’en exlraire une boule blanche est 
celle d’extraire une boule noire est q. 

On fail p. tirages sans remeltre dans Fume les boules qui en 
sortent. Si X et p sont de grands nombres, il est tres probable que 
le rapport du nombre des boules blanches sorties a celui des 

boules noires difl'erera peu de-^* En ne remettant pas les boules, 
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on change a chaque epreuve la probabilite de choisir ane boule 
blanche; mais ce changement est, en quelque sorte, no regulateur 
de la proportion prevne par le theoreine de Bernoulli. Quand la 
proportion d’une des couleurs est inferieure a ce rapport normal, 
la probabilite pour elle augmente et les epreuves Miivantes ont 
plus de chance pour corriger Pirregularite. 

On pent pi'eciser cet indication. 

Soient A le noinbre total des boules, X/? celui des bouies blan- 
ches, \q celui des boules noires. La probabilite de tirer sur 
pL epreuves y-P — ^ boules blanches et + k boules noires est, 
comme on le voit aisement, 

I . '2 . 3 . . . |J. 

1.2.3. ..[JL/? — /c.i.2.3...}i.gH-/: 

1.2.3. . .XjD. 1.2.3. . .1.2.3. . .(X — 

^ 1.2.3. ..[(X — 2.3. ..X 1.2.3.. .[(X — \l)p — k]’ 


On a trouve (08) approxiinativement 


1 . ^ . 3 . . . /I pnp—k qtiq-^k — 

1.2.3. ..(n/? — k){\,i 6 . . .nq ky ^ 


sJiTDxpq 




e 


et, par consequent, 

1.2 3. . ./I 


1.2.3. — 1.2.3.. s/<i^^pq 

En remplacant les fractions 

1 . 2 . 3 . . .|JL 


e pk—npq~k-nq^ 


i. 2 . 3 ...(|jl/? — A*) 1 . 2 . 3 .. .(iJ-q -h k)^ 

1.2.3. . .(X — fj.) 

fi . 2. 3. . .(X — — A-]f 1. 2.3. . .(X — k]* 

I.2.3...X/?.I.2.3...X^ 

1.2.3. . .X 

par leurs valeurs deduites de cette formule, on trouve 

\/iTZ^pqy ^ — P 


.g 2 pq ^ 


C’est precisemenl la formule qui convient au cas ou Ton ne 
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remet pas les boules, dans laquelle le nombre p. des tirages est 
miiltiplie par ^ • 

Si I’on tire la moitie des boules sans les remettre, la probabilite 
d’lm m^me ecart absolu entre le nombre des boules blanches et le 
nombre le plus probable sera la meme que si I’on tirait un quart 
seulement en rernettant les boules. 
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CHAPITRE Y. 

DEMONSTRATIONS fiLEMENTAIRES DU THEOREME 
DE BERNOULLI. 


L’emploi (lu calcul est comparable a celui d’un instru- 
ment dont on connait exactemcnt la precision 

Fourier. 


70. Lorsqu’un ^v^nement douteux peut se presenter de plusieurs maniferes et 
qii’une certaine grandeur r^sulte de cliaque epreuve, la valeur probable dififere 
de moins en moms de la moyenne des valeurs obtenues. — 77. Application ^ 
une sene de pai'ties faites un m6me jeu de hasard. — 78. Cas oil le jeu est 
equitable, les enonces se trouvent en defaut. — 79. Epreuves successives de 
deux 6v6nements contraires. — 80. Troisieme demonstration du theoreme 
de Bernoulli. 


76. Le calcul dont parle Fourier est celui des raoyennes. 

Lorsqu’un evenement douteux peut se presenter de plusieurs 
manieres entre lesquelles prononce le hasard et qu’ une certaine 
grandeur r^sulte de chaque epreuve, la valeur probable definie (^T) 
diflferera de moins en rnoins de la moyenne des valeurs obtenues. 

La probability d’une difF^rence superieure a un nombre donne, 
si petit qu’il soit, tend vers zero quand le nombre des epreuves 
augmente. 

Soient • • • ? ‘^n les valeurs possibles d’une grandeur, , 

i Pn leurs probabilites. La valeur probable de la grandeur 
est par definition 


^1X1 -H G. 
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Si I’epreuve renouvelee un grand nombre de fois donne succes- 
sivement les valenrs , ^jj., la moyenne arillimetique 

-j- 5^*2 — I- ... -4- 3" jj 

jl 

differera peu, si p. est grand, de la valeur probable G. 

Rien n’est certain, bien entendu, mais la valeur probable du 
carre de la difference 


a?! -h 372 H- . • -f- ^ 

: (jr 

* 

tend vers zero lorsque p. auginente. Lorsque la valeur probable 
d’une grandeur tend vers zero, on n’en peut rien conclure. De 
grandes valeurs positives peu vent avoir grande probabilite. aussi 
bien que les grandes valeurs negatives qui les compensent; il en 
est auLrement quand la valeur probable d’un carre esL tres petite. 
Toutes les valeurs possibles etani de meine signe, aucune ne peut 
a la fois n’^tre pas tres petite et ne pas avoir une probabilite tr^s 
petite. La probabilite pour que la valeur surpasse un nombre 
donne tend necessairement vers z6ro. 

Nous considererons, dans le cas actuel, I’expression essentielle- 
ment positive 


(0 


( Xx H- H- . . . H- arp,. 
\ 



pour deinontrer que sa valeur probable tend vers zero. 

L’expression (i) peut 4tre remplacee, en adoptant une notation 
bien connue, par 

( 2 ) 

^ designant, comme on Fa suppose, les valeurs pos- 
sibles de ^ 1 , , cOn /? 2 , ^ , fin leurs probabilites, la 

valeur probable de xj est 


^ PiXf -i-/?2 a| . 

Representons-la par H; x^ ont m^ine valeur pro- 
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bable, piiisqiie rien neles disfingue. La valeur probable de est 

done jjiH. 

La valenr probable de XtXt> esL (48) le produit de la valeur pro- 
bable G de Xi par Ja valenr egale G de Xi'. 

La valeur probable de Xi est G. 

La valeur probable de la somme (a) est done 


H 


.^2 ^ 


qiii se reduit a 

( 3 ) 


H — G2 




Quels que soient H et G, elle tend vers zero lorsque p aug- 
mente. 


77. Le iheoreme preeedent a de nombreuses applieations. 

Pierre joue a un jeu de hasard. S’il gagne, il recevra une somme 
b, enjeu de son adversaire; s’il perd, il donnera une somme a. La 
probabilite de gagner est py celle de perdre est q, Le gain pro- 
bable a ehaque partie est 

pb — qa^ G. 

La valeur probable da earre du gain est 

ph“ H- q ( — = ph^ qcC^ = H. 


Si done, apres p parties, on nomme X le gain, positif ou nega- 
tif, resultant de ces p parties, la valeur probable de 



est 

H — G2 qa^~- {pb — qaY _ (a-h6)^ 

— (X -P'i ' 

Eo multipliant Pexpression (4) par p^, la valeur probable sera 
multipli^e par p^, et 


\i.pq(a-^b)^ 
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est, par consequent, la valenr probable de 

( 5 ) [X—ix(pb-qa)y-. 

Si Ton represente ce carre ( 5 ) par on aura 

(6) X=ix(pb — qa)dr:z. 

Le gain Xfait sur p. parties a un jeu quelconque est done repre- 
senle par Ja somme de deux lermes : Pun, coinpletement connu, 
proportionnel au nombre des parties jouees; I’autre £, qui depend 
du hasard et dont le signe memc est inconn n. 

Un tel enonce, si I’on n’ajoutait rien, serait insignifiant. Ignorer 
dans line somme la valeur et le signe de Tun des termes, e’est ne 
rien savoir sur la somme. Mais, sans connaitre e, nous avons sur 
liii un renseignement. La vaJeur probable de est by^pq, 

elle est proportionnelle a pi; celle de £ est done de Tordre de y/pi 
et le second terme de (6) devlendra de plus en plus petit par rap- 
port au premier lorsque p. croitra sans lirnite. 

Nous comparons, il est vrai, la valeur certaine du premier terme 
a la valeur probable du second. Nos conclusions peuvent ^tre en 
defaul ; mais, lorsque p. augmente, la probability pourqu’il en soit 
ainsi tend vers zero. II faudrait que Je hasard rendit £- infiniment 
grand par rapport a sa valeur probable. 

Si w d^signe la probabiliie d’une valeur stiperieure a a, il en- 
/’^sulle dans la valeur probable de cette grandeur essentiellement 
positive un terme isra-, qui deviendrait a lui seui plus grand ejue la 
somme dont il fait partie, si, lorsque a augrnenle, lu me devenait 
pas tres petit. 

En reduisant I’evaluation du gain fait en pi parlies au premier 
terme 

( 7 ) X := iK(pb — qa), 

on pourra afbrmer avec une certitude croissaiite que I’erreur rela^- 
twe tend vers zero lorsque pi augmente sans lirnite. 

78 . Le cas ou le jeu est equitable doit ^tre traite a part. 

On a alors 

pb — = 0, 


er le th^or^me est en defaut. 
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Le premier terme de ia vaieiir (6) de X etant nul, le gain fait 
en [A parties se reduit a 

X = dz c. 


On ne pent rien afdnner sur son sigae. Qoelque grand que 
soit [Ji» Pierre, a un jeu equitable, pent perdre ou gagner. La va- 
leur probable du carre dii gaiu posltif on negatif est proportion- 
nelle au nombre des parties. On pent done tenir pour certain 


qu’apres an grand nombre de parties la valeur moyenne — dii 
gain fait' a ebaque partie par celui des joueurs que le hasard a 
favorise sera ires petite. La valeur probable de carre du gain 
mojen par partie, est en effet 


\Lpq{a~k- b)^ — -f- 6 j" ^ 

fJt.2 ’ 


elle tend vers zero quand [x augmente. 


79. Le theorc^me demontr^ (77) peat s’appliquer aux epreuves 
siiccessives entre deux evenements contraires, 

Soient p q les deux probabilites. Leur somme est (fgale a I’u- 
nite; line serie de p, epreuves amenant, dans un ordre regl^ par le 
hasard. Tun on I’autre de ces deux evenements pent donner lieu a 
un jeu equitable. Pierre gagnera la jpartie si Tev^nement dont la 
probabilite est p se presenle; sa inise seraegale a />, celle de Pad- 
versaire ^gale a q. 

On aura, en adoptant les notations du th^oreme (77), 

0=: pej ^q( — p) = o, 
pep-^qp'^ = pq. 


Si, sur p parties, Pierre en gagne m et en perd p — /n, son gain 
seia 

mq — ( {X — in) p ^ m — [x/?. 


La valeur probable de 


(8) 
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est done (76) 
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elle tend vers zeio Jorsque [a augmente. On pent done affirmer 
aver une certitude croissanle qiie la difierence entre le rapport — 

et la probabilite /> lend vers zero lorsque le nombre des epreuves 
augmente. Cest le theoreme de Bernoulli. 

La valeur probable de Texpression (8) a ete obtenue deja sous 
line autre forme. 

La valeur probable (62) du carre de I'ecart sur p epreuves 
est 

Get ecart est la difference m — pju.La valeur probable de(m — p/))- 
etant p/?^, celle de est 

C’est le meme theoreme. 

80. Nous donnerons dii theoreme de Bernoulli une demonstra- 
tion plus simple encore que la preci^dente. 

Snpposons deux evenements contraires ayant pour probabilit^s 
p etq. Sur p epreuves faites enlre eux, les nombres d’arrivees les 
plus probables sont p/? el p^; nommons ecart la difference entre 
le nombre d^arrivees de Tevenement dont la probabilite est p el le 
nombre le plus probable p/?. 

On promet a Pierre une somme egale a la valeur absoliie de 
Pecart, et non plus a son carre comme on I’a suppose dans la de- 
monstration precedenie. Sans calculer I’esperance mathematiqiie 
de Pierre^ nous allons drmontrer que, le nombre p des epreuves 
grandissant indefinimenl , cette esperance est tres petite par rap- 
port a p. 

Designpns par 'y(p) I’esp^rance mathematique de Pierre. 

Si Pon double le nombre des epreuves, f (p) deviendra cp( 2 p), 
tres different de 2 ©(p). 

Partageons, en effet, les 2 p Epreuves en deux series de p. L’ecart 
peut, dans les deux series, avoir le m4me signe ou des signes dif- 
fdrents. Dans le premier cas, Tecari total est la somme des deux 
ecarts partiels; dans le second, il est leur difference. L’esp^rance 
mathematique, si Pon salt que le premier cas seproduit, est 2 o(p); 
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dans le second, elle est evidemment plus petite. Designons-la par 
2 a®([ji), a etant plus petit que Tunite. 

Soient la probabilite pour que, sur jji epreuves, I’ecart soil 
positiF, y, pour qu’il soit neg:atlF; ia probabilite pour que, dans 
les deux series de a epreuves, les deux signes de Tecart soient sem- 
blables est pour qu’ils soient difFerents, elle est 

On en conclut 

<p(2fj.) = 2(/?f 

On a 

par consequent 

Pi < I- 

<23(2 ul) est done plus petit que 2 ©([jl). 

La somme 

q\~^ 2a/?i 

ne pOLirrait tendre vers Punite lorsque pi augmente que dans deux 
cas : on bien Pune des probabilit^s p\ ou^^ tend vers zero, ou bien 
a tend lui-m^me vers P unite. 

La premiere hypothese est impossible. Si, en efFet, tend 
vers z^ro, il en r^sulterait que, sur un nombre d’^preuves ind^fi- 
niment croissant, on pourrait regarder comme certain que Pecart 
sera d’un certain signe, En jouant alors au jeu Equitable, defini (79), 
Pun des joueurs, apres un grand nombre de parties, serait certain 
de gagner. 

La seconde hypothese est egalement inadmissible. 

L’esperance mathematique de celui qui attend la difF6rence de 
deux hearts ne pent ^Ire la meme que s’ll attend leur somme. 
Nous pouvons done ecrire 

cp(2p.) = 2 Gi^({x), 

Gi etant plus petit que l’iinit4 et ne s’en approchant pas indefi- 
niment. 

On en conclut 


?(4p-; = 2 Gi<p(2{J.), 
«p(8p.) = 2G3cp(4f^), 


= 2GnCp(2"~lfX) 
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et, en multi pliant ces equations, 

cp ( |jl; = 2" Gi Go • . - G-„ cp ( (Ji. ). 

On en conclut 


Cpf2«.LL)_ <p(^) 

Les facteurs G^, G^, G^ etant plus petits que runite et ne 
tendant pas vers I’unite, leur produit tend vers zero. En posant 
2" p. = -s, on a, lorsque 2 grandit sans limite, 

lim ^ ^ = o. 


L’esperance mathematique de celui qui attend une somme egale 
a I’ecart absolu sur z epreuves est done tres petite par rapport 
au nombre des epreuves, et I’on pent regarder, par consequent, 
comnie certain qu’apres un nombre indefiniinent croissant d’e- 
preuves P^cart est infiniment petit par rapport au nombre des 
epreuves. 
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CHAPITRE VI. 

LX RUINE DES JOUEURS. 


Si le nombre des parties est indeOni, I'avantage du 
joueur le plus riche serait infini si sa fortune pouvait 
Petre c'est pour cela que c’est courir a une ruine cer- 
taine que de jouer LUdifTeremineni aveo tous ceux qut 
so rencontrent. 

Ampere 


SI. Lorsqu’un joueur joue indefiniment a un jeu equitable, sa ruine t6t ou tard 
est certaine. La proposition semble contradictoire, elle ne Pest pas. — 82. Lors- 
que deux joueurs luttent indefiniment, quelles que soient les conditions du jeu, 
l^un des deux doit finir par se ruiner. — 83. Calcul numerique. — 84. La perie 
peut entrainer la mine avant la fin du nombre convenu de parties. Cela accroit 
les chances de ruine. — 85. Deux manieres d’enoncer le probleme de la ruine 
des joueurs. — 86. Gas oii Pierre possedant m francs joue indefiniment A un jeu 
Equitable. — 87. La valeur probable du nombre des parties est infinie. II n^y 
a pas contradiction. — 88. Demonstration de P^nonce precedent. — 89. Calcul 
-des chances de ruine dans un nombre donn6 de parties. — 90. Examples nume- 
riques. — 91. Gas ou deux joueurs oni des fortunes donn^es. Chance de mine 
de chacun. — 92. Gas ou le jeu n’est pas Equitable. — 93. Autre maniere d’ob- 
tenir le m^me resultat. — 94. Gas oh les deux joueurs ont mtoe fortune et 
exposent la m6me mise. — 95. Probabiliie pour qu^un joueur qui joue inde- 
finiment finisse par se ruiner. Trois cas peuvent se presenter. — 96. Le cas 
oh la ruine n’est pas certaine est celui oh le joueur a un avantage. — 
97. Example numerique. — 98. Probability d’etre ruiny prdcisement apres uu 
nombre donne de^ coups. — 99- Valeur approchye de la probability. — 100. Pro- 
bability pour que la ruine soit postyrieure au coup. — 101. Valeur maxima 
■de la probability. — 102. Valeur maxima de la valeur approchee. — 103. Valeur 
probable du nombre des parties jouees avant la ruine de Tun des joueurs. — 
104. Cas oh le jeu n’est pas yquitable. Theoreme de M. Rouche. — 105. Evi- 
dence apparente du thyoreme. — 106. Insuffisance de la demonstration. — 
107. Ryduction du cas oh le jeu est yquitable au cas general. — 108. Cas oh les 
fortunes sont ygales en commengant le jeu. , — 109. Cas oh deux joueurs luttant 
Pun centre I’autre peuvent J’un et I’autre dtre rujnys. Insuffisance d’un raison- 
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nement qui semble fort simple. — 110. Cas ou Pierre et Paul possecient cha- 
cun 2 f^ — 111 Cas oii ils possedent 3^*’. — 112. Gas general. — 113. Examen 
d’une combinaison proposee pour accroltre les chances de gain. 


81. Le jell ruine ceux qui s’y livrent. II n’y a exception qiie 
pour les joueurs aiixqiiels les conditions accept^es accordent un 
avantage. 

Le fermier des jeux a Monte-Carlo pent accroitre sans crainte 
le nombre des coups. La menace ne s^adresse qu’aux ponies. 

Lorsque le jeu est equitable, la ruine tot ou tard est certaine. 

La proposition semble contradictoire. En ruinant I’un des 
joueurs, le jeu enrichit I’autre; en s’exposant a perdre une for- 
tune, on a i’espoir de la doubler. 

Cela n’est pas douteux ; mais, qiiand la fortune est doublee, le 
theoreme .s’y applique avec la m^me certitude : elle pent doubler 
encore, centupler peut-^tre, tout sera emporte a la fois par un ca- 
price dll hasard. En combicn de temps? Nul ne le sait ; la proba- 
bilite augmente avec le nombre des parties et converge vers la 
certitude. G’est cette progression exlr^mement lente, il faut le 
declarer tout d’abord, a Tetiide de laquelle est consacre ce Cha- 
pitre. 

82. Lorsque deux joueurs luttent constamment I’un centre 
I’autre, quelles que soient leurs fortunes et les conditions, equi- 
tables ou non, du jeu qu^iU renouvellent sans cesse, I’un des deux 
finira par ruiner I’autre ; la probabilite pourqu’ils puissent faire un 
nombre donne de parties tend vers zero quand ce nombre 
augmente. 

Lorsque deux joueurs, en effet, font un grand nombre de par- 
ties, la probabilite de la repartition la plus probable entre les par- 
ties gagnees et perdues par I’un d’eux tend vers zero quand le 
nombre des parties augmente. Elle est (57) inversement propor- 
tionnelle a la racine carr^e du nombre des parties. 

Si la probabilite de la combinaison la plus probable tend vers 
zero, il en est de in^me, a plus forte raison, de toute autre com- 
binaison designee et, par consequent, aussi d’un ensemble de 
combi naisons quel qu’il soit, dont le nombre ne croitrait pas inde- 
finimeiit avec le nombre des parties. 
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Qiielles qiie soient les mises des deux joueurs, on peuL assigner 
une repartition des pertes et des gains, telle que la compensation 
soit parfaite et que chaque joueur, a la fm, se retrouve avec sa for- 
tune primitive. Si, prenant pour point de depart ce mode de re- 
partition, on accroit le nombre des parties gagnees par Pun des 
joueurs, le gain sera pour lui, pour chaque partie gagnee de plus, 
et par consequent pour chaque partie perdue de moins, egal a la 
somme des deiw mises, et tout ecart de cette repartition qui 
eqnilibre les pertes et les gains ruinera Tun ou I’autre joueur, si, 
multiplie parla somme des mises, il donne iin produit plus grand 
que la fortune du plus riche. 

En caracterisant les comiunaisons par le nombre total des par- 
ties gagnees par Tun des joueurs, le nombre de celles qui, ne 
ruinant aucun des deux joueurs, permettent la continuation du 
jeu est done ind^pendant du nombre des parties jouees, et la pro- 
babilite pour que I’une ou Tautre de ces combinaisons se produise 
tend vers zero quand le nombre des parties augmente. 


83. Supposons, par exemple, que I’on joue a pile ou face^ 
Tenjeu etant la partie. Si le nombre des arrivees de pile est 
egal a celui des arriv^es de face, il n’y aura ni perte ni gain. 

Cherchons combten il faut faire de parties pour que la probabi- 
lite d’une perte de looooo^^ pour Pun des joueurs soit ^gale 
a 0,999. 

Pour que, enjouant i^Ma partie, Pun des joueurs perde looooo^^, 
il faut que I’^cart, dans un sens ou dans I’autre, soit plus grand 
que Soooo. 

On entend par ecart, il n’est pas inutile peut-etre de le rap- 
peler, la difference entre le nombre des parties gagnees et le 
nombre relatif a la combinaison qui rend les pertes nulles. Cette 
combinaison correspond, dans le cas actuel, a I’^galite des pertes 
et des gains. 

Si [A est le nombre des parties jouees, la probabilite de la com- 
binaison la plus probable est (o7) 

I 
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et, dans le cas actueJ, puisque p el q sont egaux a 


1 



La probabilite pour que le basard amene une des looooo com- 
binaisons pour lesquelles la perLe est inferieure a lOOOOO^' est 
plus petite (jue 

100 ooo 

2 

SI done on a 


1 / 


(0 


I OO OOO 



< 


I 

1000 ^ 


la probabilite d’une perte moindre que looooo^^ sera plus petite 
que —no consequent, celle d’une perte plus grande surpas- 

sera 0,999. 

L’inegalite (i) donne 


^ millions de milliards de parties su/firaient pour donner la pro- 
babilile deniandee. 

Si deux joueurs pouvaient faire ce nombre immense de parties, 
il y aurait pour chacun d’eux probability presqiie egale a ^ de 
perdre plus de 100 000^^ et probability egale de les gagner. 

Cette evaluation numerique pourra rassurer ceux que la certi- 
tude de ruine effrayait plus qu’il ne fauL. 

La probability d’un ecart reste la uiyme (S8), lorsqne I’ecart 
diminne ou augmente proportionnellement a la racine carrye du 
nombre des parties. Si Ton divise le nombre des parties par i mil- 
lion, en les reduisant a y milliards, la somme dont la perte par 
I’lin des joueurs aura 999 chances sur 1000 sera ryduite a roo^L 

La methode precedente ne donne qu’une limite. Le calcul exact 
est facile. 

La probability pour qii’en jouant a un jeu equitable, les mises 
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etant a et b et les probabiiites de gagner a chaque partie p et y, 
la somme perdue ou gagnee soil inferieure a une limite S a ete 
donnee ( 72 ) ; elle e^t 


s 



) yil\Xpq 


e-i^dt 



S 

b)\/‘i tj , pq 


en la retranchant de riinite, on aura la probabilite pour que la 
perLe de Pun des joueiirs soit plus grande que S. 

On trouve dans la Table 


Si Ton pose 


0(0,09) = 


S 


0,09, 


on en deduira le nombre a. des parties necessaires pour que la 
probability d’une perte &uperieure a S soit egale a 
Soient 


1 



I 



a = I, 


^ = 1; 


on irouvera 




] o 000 


1 62 


: 62,432. 


Si Ton suppose S = 100000, on aura 

{JL = 624000 millions. 

En prenant S — 100, on a 

p = 624000. 

II faut laire 624000 parties a pour que la probabilite de 
perdre ou de gagner loo**' soit egale a 


84 . Les chiffres pi-ycedents, donnys sans commenlaire, feraient 
naitre une idye tres fausse sur les chances de ruine. 

Nous supposons le nombre des parties convenu a Pavance. On 
ryglera a la fin : telle a ety notre hjpothese. La chance de perte 
n’a rien alors de bien effrayant, il y a une chance sur dix pour 
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qu’apres 624000 parties jouees tout se recluise a une perte infe- 
rieiire a loo^^ 

La chance de mine que nous voulons etudier est bien difFe- 
rente. On doit a chaque partie deposer la mise; si done, a un cer- 
tain moment, la perte du joueur depasse sa fortune, il ne sera pas 
admis a continuer et perdra toute chance de se relever. La pro- 
babilite qu'il faut connaitre n’est pas celle de la perte finale, mais 
celle de la perte maximum a Tun des instants de la s^rie de 
parties. 

85 . Le probleme peut etre pose de deux manieres. On pent 
considerer deux joueiirs joiiant I’un contra Pautre a des condi- 
tions donnees, et chercher les chances de mine pour chacun 
d’eux et les probabilites relatives a la duree du jeu, e’est-a-dire au 
nombre des parties jouees avant la mine de Pun d’eux. On peut, 
et e’est une etude tr^s difFerente, etudier le sortdu premier joueur 
sans se pr^occuper du second, supposer qu’il change d’adversaire, 
qu’il en trouve tou jours un dispose a jouer aux m^mes conditions, 
ou, ce qui revient au inline, que celui centre lequel il entreprend 
la lutte ait une fortune infinie. 

Dans le premier cas, nous Pavons vu ( 82 ), lejeu doitfinlr t6t 
ou lard par la ruine de I’un des joueurs. La probabilite pour que 
le nombre des parties necessaires atteigne une liinite donnee tend 
vers z6ro quand cette limite augmente. 

Dans le second cas, quand un seul des deux joueurs peut ^tre 
ruine, la ruine est egalenient certaine si Je jeu est equitable; la 
probabilite pour que le nombre des parties depasse toute limite 
est infiniment petite. 

On peut le demontrer sans calcul. Supposons que Pierre pos- 
sede m francs et qu’il ait resolu de risquer une meme soinme a 
un jeu Equitable, tant qu’il pourra deposer sa mise. 

Nous pouvons supposer qu’une premiere lutte s’^tablisse entre 
Pierre et un adversaire de fortune ^gale. Le jeu est Equitable. 
Pierre a chance | de sortir vainquenr de cette lutte : il poss^- 
dera alors %m francs. Supposons-lui alors un second adversaire 
possedant comme lui 2m francs, Pierre a chance ^ d’etre mine 
par lui, mais chance | aussi de le ruiner et de posseder francs* 

Pierre luttera alors contre un adversaire possedant francs, et 
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il aura chance en le riiinant, d’en posseder 8m, La bcrie est in- 
definie. On voit que, pour echapper a toutes les chances de mine, 
Pierre devrait avoir auLant de bonheur que si, joiiant sans cesse 
a pile ou face, il ne perdait jamais une seule partie. Une telJe per- 
sistance doit ^tre ^videmment consider^e comme impossible et 
Pierre, t6t ou tard, se ruinera. 

L^assimilation avec le jeu de pile 011 face est evidente. Pour en 
effacer toute difference, il faut supposer aux parties de pile ou 
face des durees croissantes. Si I’une d’elles ne finissait pas, la de- 
monstration perdrait toute sa force. Un tel hasard (82) doit etre 
tenu pour impossible. 

86. La demonstration precedente, en montrant la mine du 
joueur inevitable, n’apprend rien sur les probabilites relatives au 
nombre de parties qui doivent I’amener. Nous pouvons, des a pre- 
sent, demontrer que la valeur probable de ce nombre de parties 
est infinie. La contradiction sernble choquante. 

La mine est certaine, dit-on, et la valeur probable du nombre 
des parties qui la procurent est infime. Si le nombre des parties 
est infini on ne pourra pas les jouer, la mine ne s’accomplira pas : 
elle n’est done pas certaine. 

La mine est certaine. Il ne faut pas confondre le nombre des 
parties qui, vraisemblablement, seront joiiees avec le nombre pro- 
bable des parties; il faut surtout ne pas onblier ce que nous en- 
tendons par certitude, Qnand on dit la ruine est certaine^ tdt ou 
tard, on n’entend pas affirmer qu’apres un nombre de parties, si 
grand qu'il soit, la mine est assuree comme un tbeoreme de Geo- 
melrie. S’il en etait ainsi, le nombre probable des parties ne pour- 
rait pas, evidemment, surpasser et serait certainement tres loin 
d’^galer cette limite i n fra nchis sable. 

La ruine est certaine, cela veut dire : la probabiJite pour que le 
nombre des parties qui s’accompliront surpasse une limite donn^e 
tend vers zero quand cette limite augmente. 

La valeur probable du nombre de parties est infinie, cela veut 
dire : I’esperance matbematique de celui qui doit recevoir autant 
de francs qu’on jouera de parties est infinie. 

Les propositions ainsi comprises ne sont nullement contradic- 
toires. 
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Siipposons que Pierre, se mettant au jeu avec seulement, 
c’esL le cas le plus defavorable, soil decide a joiier, sans interrup- 
tion, jusqn’a ce que ce franc soil perdu. La probabilite pour qu’il 
le perde, tot ou tard, est une certitude; mais, quelle que soit la 
limite qu’on voudra assigner, il y a possibilite pour que le nombre 
des parties jonees Ja surpasse. La probabilite pour qu’il eti soit 
ainsi tend vers z4ro qiiand la limite augmente. En disant que le 
nombre des parties ne peut pas etre infini, on ne veut pas dire 
autre chose. 

Si Ton promet k Paul par partie que jouera Pierre avant 
d’avoir perdu le franc qu’il possede en entrant au jeu, I’esperance 
mathematiqne de Paul est, par definition, le nombre probable des 
parties. II faudra, pour la calculer, multiplier chaque nombre pos- 
sible par la probabilite correspondante. Or les nombres possibles 
vont a I’infini * il n’y a rien de contradictoire a annoncer qu’en les 
multipliant par des probabilites de plus en plus petites qui, sui- 
vant notre fagon de parler, expriment des impossibilites, la somine 
des produils augmente sans limite. 

Le resultat est analogue au paradoxe de Saint-Petersbourg, 
dans lequel nous asons rencontre deja une esp^rance mathema- 
tique rendiie infinie par I’enormite des somnies dont la probabi- 
lite paraissait assez petite pour qu’on n’y attachat aucun prix. 

87. Demon Irons que la duree probable du jeu est infinie pour 
un joueur qui change d’adversaire et veut risquer la m^me mise, 
k un jeu (Equitable, tant qu’il aura possibilite de la mettre en jeu, 

Considerons d’abord deux joneurs, Pierre et Paul, possedant 
chaciin 2 m francs. Us luttent a un jeu equitable jusqu’a la mine 
de I’un deux. Soit ©(2/7z) le nombre probable des parties qu’ils 
joueront, designant, par la m^me notation, le nombre pro- 

bable des parties q Handles deux joiieurs possedentchacun /??, francs. 
La lutte entre Pierre et Paul pourra, sans que rien soit change 
aux chances de chacun, commencer par deux ^preuves distinctes. 
Paul, dans une premiere serie de parties, risquera m francs 
centre m francs de Pierre, et dans une seconde serie il exposera 
la seconde moiti6 de son avoir centre la seconde moitie de celui 
de Pierre. 

Deux cas fpoiirronl se presenter : ou les deux luttes, quand 
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elles seront ternainees, auront le m^me vainqueur, qui aura ruine 
son adversaire ; ou chacun gagnera Tune des deux series, el ies 
joueurs se retronveront dans la situation primitive, possedant 
chacun 2m francs. 

On en conclut 


(2) 


Cp(27/^) = 2o(m ) 


r 

2 


o(2m ). 


Le nombre des parties se compose, en efFet, des nombres de 
parties failes dans les deux series, et dont chacune a pour va- 
leur probable et de plus, eventuellement, du nombre de 

celles qii’ii faudra faire encore si, a la suite des deux series, on 
se retroLive dans la situation primitive, ce dont la probabilite 
est 

L’equation (2) donne 

( 3 ) 

Supposons mainlenant que Pierre, possedant m francs, ait t 6 ~ 
solu de jouer sans limite centre lout adversaire qui se presentera. 
On pent regler son jeu de la maniere suivante : il luttera d’abord 
centre un premier adversaire possedant comme lui m francs. S’il 
le ruine, il possedera 2/n francs; on lui opposera iin second adver- 
saire de fortune ^gale. S’il ruine le second, il possedera 4 ^ francs 
et pourra hitter, a chances egales, contre un adversaire ayant 
comme lui 4 ^ francs. Le jeu conlinuera jusqu’a la I'encontre d’un 
adversaire qui, a ce jeu toujours egal, reussira a le miner. 

On voit tout d’abord, comme on fa reinarque deja (80), que la 
ruine de Pierre est certaine; il ne pourrait I’eviter qu’en elant 
toujours favorise par le hasard dans nne serie indefinie d’^preuves 
pour chacune desquelles la probabilite est 

Le nombre probable des parties est, d’apr^s I’analyse pr^ce- 
dente, 

(4) cp(/n)-h H- 

Pierre, en efl'et, est cei tain de jouer la premiere s^rie, pour 
laquelle le nombre pi'obable des parties est : il a probabi- 

lite ^ de jouer la seconde : il suffit pour cela qu’il sorte vainqueur 
de la premiere ; il a probabilite j de jouer la troisieme, car il suffit 
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qu’il gagne les deux premieres, etc. En ayant ^gard a la rela- 
tion (3), la somme (4) devient 

elle est infinie quel qiie soit 


89. Les chances de mine d’un joueur, a un jeu equitable, se 
calculent aisement lorsque, le nombre des parties etant fixe a 
Pavance, on doit les faire, quoi qu’il arrive, et regler les comptes 
a la fin. v 

p g ddsignant les probabilites de perie et de gain a chacune 
des p. parties, la probabilite pour que le nombre des parties per- 
dues surpasse h, c’est-a-dire pour que la perte surpasse le 

produit de h par la somme des mises, est 


( 5 ) 







Si Pon pose 


elle devient 


MW 





c — dt — 





Le premier terme est egal a -j, le second tend vers zero quand p 
augmente. 

La probabilite pour qu’un joueur, apres un nombre croissant 
de parties, fasse un gain sup^rieur a une somme donii^e, tend 
vers I, quelle que soit cette somme, quand le nombre des parties 
augmente sans limite. 

La probabilite pour qu’il soit en perte d’lme somme ^gale tend 
aussi vers i, et la probabilite pour que la perte ou le gain restent, 
pour un nombre croissant de parties, infer ieurs a un nombre donne 
tend vers zero, quel que soit le nombre. Le jeu, on ne doit pas 
Poublier, est suppose equitable. 


90. La probabilite d’une perte donnee pour un nombre donne 
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de parties diminue rapidement quand la perte assignee esi 
grande. 

Siipposons que Ton joue looo parties, p el q etant Fun el 
Fautre eganx a La probabilite pour Tun des joueurs de perdre 
un nombre de parties superieur a 5oo H- h, par consequent d'etre 
en perte de ’imh^ m etant la mise, e->t 

h \^1 

V''l000 

dt . 

Le Tableau suivant donne la probabilite pour que le joueur qui 
possede 2 A francs soit ruine en joiiant inille parties. 

A= 1 




h . 

A. 

h 

A. 

h . 

A. 

1.... 

.. oh '75 

18 .... 

.. 0,129 

35 .... 

.. 0,014 

2.... 

.. o, 45 o 

19 .... 

. . 0,1 i 5 

36 . . 

.. 0,012 

3 .... 

.. 0,(25 

20.... 

.. o,io 3 

37 .... 

.. 0,010 

4 .... 

. . 0 

21... 

.. 0,093 

38 .. . 

. 0,0(.9 

5 .... 

.. 0,377 

22.... 

.. o,o 83 

39 ... 

0,007 

6.... 

.. 0,353 

23 .... 

. 0,073 

40 . . . . 

. . 0,006 

7 .... 

0 , 33 o 

24 .... 

. . o,o 65 

41 ... 

.. o,oo 5 

8... 

.. 0,307 

2o.... 

.. o,o 58 

42 . . . . 

. . 0 , 004 

9 .... 

.. 0,285 

26 .... 

.. o,o 5 i 

43 ... 

.. 0,004 

10.... 

.. 0,264 

27 .... 

0,045 

44 . . . . 

. . 0 , oo 3 

11... 

.. 0 , 2 i 4 

28 . . 

.. 0,039 

45 . . . . 

. . o,oo 3 

12.... 

.. 0,225 

29 .... 

.. o,o 34 

46 

0,002 

13 ... 

.. (1,206 

30 .... 

.. 0,029 

47 ... 

. . 0 , 002 

14 . . . . 

. . 0,1 88 

31 .... 

. . 0,026 

48 .... 

. . 0,002 

15 .. . 

.. 0,172 

32 .... 

. . 0 , 022 

49 ... 

. . 0,001 

16 .... 

. . 0, 1 56 

33 ..,. 

.. 0,019 

50 . .. 

. . 0,001 

17 .... 

. . 0,142 

34 . . . . 

. . 0,016 

82 . . . 

. , 0 , 000c 


Le Tableau suivant donne le nombre des parties qu’il laut jouer 
pour que, les deux adversaires ayant a chaque par tie probabilite | 
gagner, et Fenjeu dtant celui des deux qui sera favorise par 
le hasard ait une probabilite^ de gagner une somme sup^rieure a 
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Benefice assigne 

dont la probabilite est 

Nombre des parties, 

5o 

5493 

lOO 

21975 

200 

R7900 

4oo 

25i6o3 

6oo 

791 108 

lOOO 

2197522 


Les parties, comme dans le cas precedent, seront jouees, quoi 
qii’il arrive. Si le jeu devait se terminer des qu’un joueur a obtenu 
le benefice demande ou des qir’il ne pent plus deposer sa mise, les 
resultats seraient tr^s difFerents. 

91 . pROBLEME XLIX. — Pierre et Paul font an nombre illi- 
miti de parties d un jeu dont les conditions sont equitables ; 
tears fortunes sont ni et n» Quelle est, pour chacun d^eux, la 
probabilite de ruiner Vautre^. 

Le jeu devant se prolonger jusqu’a la mine de Pun des joueurs 
pent ^Ire assimile a une seule partie dans laquelle celui qui risque 
m francs devrait, s’ll est vainqueur, en obtenir m n, l^’esp^- 
rance mathematique doit 6lre egale a la mise, et, si Ton nomme p 
la probabilite pour que Pierre ruine son adversaire, Peqiiation 

pi^m n) ^ m 

donne 

m 

n 

m n 

On pent calculer directement cette probabilite. Soit la 
babilite pour que Pierre ruine Paul au moment ou il poss^de 
X francs et ou Paul, par consequent, en possede m + n — x. On 
pourra ecrire 

( 5 ) = pyx^b -+■ qyx-a- 

Lorsque Pierre, en elfet, possede x francs, il peut, k la fin de 
la partie suivante, selon qii’il la gagne on qu’il la perd, poss^der 
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X h ow X — a francs ; il j a done probabilite p pour que se 
change en et probabilite q pour qu’il devienne L’ equa- 

tion (5) en esr la consequence. 

ph etant egal a qa^ puisque le jeu est equitable, la solution 
generale de Tequation (5) est 

r.«= P, 


a et etant arbitraires. 

Cette valeur de satisfait, on le verifie immediate me nt^ et, 
renfermant deux constantes arbilraires, elle est la solution la plus 
generale. 

On a, pour determiner les constantes, 

yo = o, 

on en deduit 

P = o, 

et, par consequent, 


ym-\~n — I 1 


m -4- n 


m-> 7 - n 


qui s’accorde avec la solution precedente, 

Cette solution pent donner lieu a une difficulte. Si les enjeux 
^ et 6 ne sont pas egaux a I’unite, I’un des joueurs pourra 
4tre forc^ de cesser le jeu avant d’avoir tout perdu, possedant 
encore une somme inferieure a la mise exigee. Nous n6gligeons 
cette petite somme, qui, cependant, mettrait la formula en defaut 
dans le cas ou elle formerait une partie notable de la fortune du 
joueur. 


92. PiiOBLEME L. — Les conditions restant celLes du prohleme 
precedent, on ne suppose plus les conditions du jeu equitahles. 
Quelle est, pour chacun des joueurs, la probabilite de miner 
V autre? 

Un ingenieux artifice de Moivre permet de deduire la solution 
de la theorie de I’esperance mathemalique. 

Donnons a Pierre, au lieu des m francs qu’il possede, m jetons de 
■valeur a, a-, . . . , ; a sera choisi ulterieurement. Remplagons 

® DanpPRTV nP ® 
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egalemont les Ti francs de Paul par h jetons dc valeur a 
. . . , qui continuent Ja progression. 

Le jeu se I'aisanl dans les conditions siipposdes, la niise de 
Pierre sera a jetons, au lieu de a francs, et celle de Paul h jetons. 
On conviendra qu’a cliaque panic Pierre exposera toujours les 
jetons dontla valeur esl exprimde par les plus hautes puissances 
de a, et Paul, au contraire, ceux donl la valeur est repr^seut^e par 
les pins pelites. 

La serie des jetons restant toujours la m^me, Ja separation apres. 
chaqiie partie se fera en un point different, mais Pierre aura tou- 
jours les premiers termes de la serie, et Paul tous les suivants. 

La chance, pour chaque joueur, de perdre tous ses jetons est 
independante de la valeur qu’on leur attribue et, par consequent,, 
du cboix de a. Le jeu sera equitable si I’on pose 

_i_ -h . . . p 

^ ^ ^X-^a->rb q 

Cette equation se r^duit, quel que soit a 

a«— 1 _ ^ 

c’est-a-dire, p q etant egal a i , 

(6) a«-4-gr=:0. 

Le jeu, grace a cel artifice, etant devenu equitable, I’esperance- 
mathematique de chaque joueur doit ^Lre egale a sa mise ; et,, 
si Ton nomine la probabilite pour que Pierre, qui a /n jetons,, 
ruine Paul, qui en a /i, on aura 

Pmfa-h a--}-* . -H- = a -h a^-h. . .-h a'», 

P J 

I ’ 

93. Le calcul de peut se faire directement. 

Soit ycc la probabilite, au moment oili Pierre possede x francs,, 
pour qu^il finisse par miner Paul, on aura, comme (91), 

yx = pyx-^b 4 - qyx-a ; 

pb n’etanl plus dgal a qa^ I’int^grale de cetle Equation esL, comme- 
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on le verifie ais^ment, 

(7) ysc=Ci-+-C^x^, 

C^ et C 2 etant des constantes arbitraires eta satisfaisant a la con- 
dition 

c’est-a-dire a I’equation ( 6 ) deja obtenue 

q = 0 . 

Les constantes Ci et G 2 se determineront par les conditions 
evidentes 

et Ton trouve 

_ a"* — I 

c’est le resultat deja obtenu (92). 

L’^quation ( 6 ) a pour racine a = 1 qiii, evidemment, ne con- 
vient pas ou qui, plut 6 t, sert a former le premier terme de la 
formule ( 7 ), C| i^. 

94. Si I’on suppose a = b = 1 et m = /z, la formule donne un 
resultat signale par Huygens dans un cas particulier. 

On trouve 

_ 

et 

qm 

l—ym — qnf ' 

Les chances de ruine pour les deux joueurs qui possedent 
chacun m francs, et exposent i*"** par partie a un jeu dans lequel 
les probabilites degagner chaque partie sent p pour Tun et q pour 
Taulre, sonl dans le rapport de a q^^. On peut Je d^montrer 
directement. 

Les deux joueurs ajant m^me fortune et les enjeux etant egaux, 
les successions de perte et de gain qui peuvent ruiner Pierre cor- 
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respondent une a une aux successions de gain et de perle qiii peii- 
vent miner Paul; il suffit de changer les pertes en gains, et reci- 
proquement, pour passer d’une serie a I’auLre. Dans I’une des 
series, le nombre des parlies surpassera de m celul des gains; 
dans I’autre, ce sera le contraire. Les probabllites des deux com- 
binaisons sont done enlre eJles dans le rapport de 

p qh, 

Ce rapport est celui des probabilites totales dont les termes sont 
en m^nie nombre. 

95. Probleme LI. — Pierre joiie a an jeu equitable ou non, 
mats dans des conditions invariahles d^une panic dt P autre, 
contre tout adoersaire qui se presente. Quelle est la probabilite 
pour quHL finisse par se ruiner? 

La solution de ce probleme, deja resolu en partie (85), pent se 
deduire des r4sultais precedents. 

La chance tie mine est la m^me, dvidemment, pour Pierre qiie 
sHl luttait contre un adversaire de fortune infinie. 

Lorsque, Pierre possedant m francs, son adversaire en pos- 
s^de /i, la probability pour que Pierre soil mine est (92) 

a «— 1 

a etant la racine de Pequation 

^ = o; 

p el q sont les probabilites de gain pour chaque joueur a chaque 
partie, a la mise de Pierre, b celle de son adversaire. II faiit, dans 
celte formule, supposer n infini. Trois cas peuvent se presenter ; 
a est plus petit que I’unite, egal a I’unity ou plus grand que 
I’unitd. 

Si a est plus petit que I’unite, Pexpression (8), en y snpposant 
n inlini, se reduit a I'unite. II est certain que Pierre sera mine. 

Si a est egal a I’unite, la formule prend la forme j, elle a pour 
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valeur le rapport des derivees de ses termes par rapport a a 

n 

m-\~ n* 

egal a Funite quand n esl infini. 

Dans ce cas, comme dans le precedent, la mine de Pierre est 
certaine. 

Lorsque a est plus grand que I’unite, la formiile (8) a pour 
Hmile La probabilite de la mine de Pierre dans sa lutte contre 

un adversaire de fortime infinie n’est egale, dans ce cas, ni a zero, 
ni a Tunite. 


96. II importe de chercher a quelles h;ypotheses correspondent 
les trois valeurs de a. 

L’equation 

q — 25A _i_ ^ o 


a, dans tons les cas, la racine a== i. Pour que Tautre racine reelle 
et positive soil 4gale a I’unite, il faut que I’equation ait deux 
racines 6gales et que, par consequent, a soit racine de I’^quation 
derivee 

q{a ^ -1 = o. 

Cette racine double etant egale a I’unite, on doit avoir 

q{a — 

Le jeu, par consequent, est equitable. 

Pour celui qui joue indefiniment a un jeu equitable, a est egal a 
I’unite et la mine est certaine. Ce resullat a ete obtenu (85). 

Le seal cas ou la ruine ne soit pas certaine est celui de a plus 
grand que I’unite : le jeu alors n’est pas equitable et les conditions 
favorisent celui des joueurs dont la fortune est limit^e. 

L’avantage, quelque petit qu’il soit, fait disparaitre la certitude 
de ruine. 

C'est le cas du banquier dans les jeux publics. Dans tout autre, 
sa ruine serait certaine. 

Un avantage est pour lui juste et n^cessaire; il importe seule- 
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inent de ne pas I’exagerer. La chance de mine 


I 


lorsque a esl plus grand que i, est petite. On pent, dans les 
conditions ou se placent habituelleinent les maisons de jeu, la 
considerer comine niille. 


97. Supposons, coinme a la roulette ordinaire, 


P = 


^9 

37' 


5^ = 


37 * 


Les mises etanl supposees egales a i^'*, a est donne par [’equation 

une des racines, comme toujours, est egale a runU6. C’est I’auLre 
qu’il faut prendre; on a 


q i8 

La chance de mine du banquier est done 

(ij)'- 

n etant le rapport de Tavoir du banquier a la mise totale de Tun 
des coups. 

Si Ton suppose n = 1000 , on a 

/,8\iooo r 

Vigy ^ lo^*' 


98. Probleme LIl. — Pierre joue d un jeu dans leqiiel il a 
d chaque par tie la probabilite p pour gagner et pour perdre 
la probabilite q. Lenjeu est pour chacan des deux ad^er- 
saires. Quelle est la probabilite pour que Pierre^ qui posshde 
m francs, soit mini precisement apres a^'oir fait p. parties, de 
telle sorte que la par tie lui enleoe son dernier franc? 
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Pour que Pierre ait perdu m francs en p. parties, il faut qu’iL 

■X \x-\- m . ^ , fjL — m 

nit perdu - — - — parties et gagne 

Le nombre a etant tel que ces deux fractions soient des 
nombres entiers, c’est-a-dire de meme parite que la probabi- 

lite pour que, sur p, parlies, Pierre en gagne esl (o4) 


<9) 


I . ‘Ji . 3 . . 


pL — m |JL-4-m 


1.2.3. 


(JL — m 


.1.2.3. . . i 


Cette probabilite est plus grande que celle que nous cherchons. 
On compte, en effet, comme series de parties faisant perdre Pierre 
en p coups, toutes celles dans lesquelles, a la fin de la p^®"*® partie, 
il est en perte de m francs. On doit exclure celles qui, avant de 
procurer la mine de Pierre au p’®*“® coup, I’ont procuree deja k 
nn coup anterieur. 

Pierre une fois mine, en effet, le jeu doit cesser < il n’est pas 
admis a exposer I’argent qu’il n’a pas. 

Le probleme r^solu (18) nous fait connaitre le rapport du 
nombre des combinaisons qui ruineront Pierre en p coups au 
nombre total de celles qui assurent en p coups, joues quoi qu’il 
arrive, la perte de ses m francs. 

Si Ton considere, en effet, I’une de ces combinaisons et que I’on 
range les pertes et les gains dans I’ordre ou iis se sont produits, 
en les appelant en commen^ant par la derniere partie, I’exces du 
nombre des pertes sur celui des gains etant /n, le rapport du 
nombre des combinaisons dans lesquelles, a aucun moment, les 
pertes et les gains ne seront en meme nombre, au nombre total 

des combinaisons est (18) — > m etant la difference et p la somme 

des nombres de parties gagnees et perdues. Le nombre des cas qui 
procurent la ruine de Pierre doit done etre multipli^ par la frac- 
tion La probability pour que Pierre soit mine pour la premiere 
fois au coup est 


{Jt. — TM {X-f-WZ 


(lO) 


1.2.3. . .(Jt. 


r .2.3. . 




2 


2 
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99. L’expression precedente pent ^Ire remplacee, lorsque p 
et q sent egaux a par une valeur approchee Ires simple. Le fac- 

teur qui multiplie — es>L alors Je terme dont le rang s’ecarte de — 

p. 

du plus grand, dans le developpement de {p qY \ 3 cal- 

cule (58). 

La probabilite de miner en p. coups precisement celui qui joue 
a un jeu eqnilable a la partie, et qui possede m francs, est 


(ii) 


m\/^ 




100. La proLabilile pour que la rinne s’accomplisse en p coups 
precisement permet de calculer celle pour qu’elle ait lieu apr^s le 

p^ieme cOUp. 

Cette probabilite est la somme des valeurs que prend I’expres- 
sion (lo) qnand on y remplace successivemenl p par les valeurs 
p H- 2 , p. -f-4^ ... de m^me parite, seuls nombres possibles de 
parties qui puissent procurer la mine. 

Si 9(p) designe I’expiession (lo), la somme 


prolongee indefiniment est la probabilite pour que la ruine de 
l^ierre soit posterienre au p*®'"® coup. Cette somme, pour de 
grandes valeurs de p, peut ^tre remplacee par 



e’est-a-dire, d’apres la valeur approchee de 



La probabilite pour que Pierre soit mine avant le p*®*”® coup 
esf, par consequent, 



1 
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Si Ton pose — == celle expression devient 


2 

I — du 


La Table des valeurs de la fonclion 


2 

v/ TC 


X 




se trouve k la fin du Volume. 

On en deduit, en appliqiiant la formule au cas d\in joueur qui 
possede loo^*^ et dont Ja mise est de par partie, avec probabi- 
lite ^ de gainer ou de perdre : 


Probability d’etre ruine 

Avant d’avoir fait 2000 parties 0,026 

» 4000 » 0,114 

» Toooo » 0,3 1 54 


Le Tableau suivant, calculi h I’aide de la formule (10), que 
pour des petits nombres la formule approchee remplace mal, 
donne la probability de perdre lo^** en iin nombre j)rycis de parties 
infyrieur a 100. 




-Sjo* . . 

0,00097666 

5i2. . . 

0,00244141 

5i4... 

0,00396780 

-516. • . 

0,00534067 

5i8. . . 

0,00648498 

.520* . . 

0,00739290 

■522* . • 

0,00808696 

-^24* • • 

0 ,00869558 

^26 - • • 

0,00895373 

528 . * • 

0,00918936 

580* . . 

0,00982720 

532 • . . 

0,00988780 


0,00988780 


0,00934067 

•Sss* . . 

0,00925727 

540 . . . 

0,00914618 


i .2.3 .4. • .(2a? — I ). 10 


.( a ; — 

5 ) I . 2 . 3 . . .(o? 

542 . . . 

0,00901427 

544. . . 

0,00886698 

546 • . . 

0,00870864 

.S 48 .<* 

0,00854268 


0,00887182 

.^ 32 . . . 

0,00819821 

.S44. . • 

0,00802353 

556 . . . 

0,0078491 I 

. . 

0,00767597 

560 * • . 

0,00700490 

562 * . . 

0,00733653 

564 - . . 

0,00717180 

^66* * . 

0,00700953 

568 • • • 

o,oo 685 i 5 o 

« 70 . . . 

0,00669733 



-372... o,oo6547t5 

S74. . 0,00640106 

^7e,... 0,00625906 

578.. . o, 00612100 

0,00698692 
o, 00585677 
^84 - •• 0,00673047 
;s86*** 0,00060795 

-588*-. 0,00548910 
^90- •• 0,00537882 

^92... O, 00526203 

^94... o,oo5i536i 

596.. . o,oo5o4846 

598.. . 0,00494647 

5iot).. 0,00484754 
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101. II est inLeressanL de cherclier pour quel nombre p. de 
parties la probabilite de voir la ruine du joueiir s’accomplir au 
j^ienie precisemcnt a la valeur maxima. L’expression de cette 

probabilite, en supposant ]e *5 enjeux egaux a et la probabilite 
de gainer chaque partie ^gale a est 

I . . 3 . . , ^ m / I 

^ UL — m u.^ /n IX \ 2/ ’ 

( 2.3...- f.2.3...- 

2 2 


si Ton change p. en p.-|- 2, elie se multiplie par 


<■ [a -}-•<) 1 

/ K-"* ^ 11 

/ a ^ 772 ^ 

' k 1 r 

1' 

i a ' V' 

^ J 


c’esL-a-dire 


(p. H- 2 


L' expression augmente avec p., Lant qiie Pou a 


c’est-a-dire 


fJL(p.H-l)>(p-4-2)2 — m2, 

3 p < m2 — 4, 


et la probabilite maxima correspond a 

m 2— 4 


SI m = 100. 
On a 




m2— ^ 9996 


= 333*2. 


3 3 

La probabilite maxima est egale a 0,0000920. 

102. Si Ton rempla^ait 1 ’expression (10) par la valenr approchde 

c-air 


la valeur maxima s’obtieadrait en egalant i z6ro la d6rivee par 
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rapport a p.; on trouve 

m- 

F = — • 

La difference des resaltats Cbt, par sa petitesse, nne verijScation 
■de la (brmule approchee. 

103. Probleme LlII. — Pierre et Paul jouent a un jeu de 
hasard. La probabilite de gagner chaque partie est p pour 
Pierre et q pour PauL Uenjeu de Pierre est a francs, celui de 
Paul b francs, Pierre possede m francs, PauL n francs ; le jeu 
est equitable. Quelle est la valeur probable du nombre des 
parties qui seront jouees a^ant la ruine de V un des joueurs? 

En nommant cette valeur probable lorsqiie Pierre possede 
X francs, c’est-a-dire I’esperance matheinatique de cehii qui aurait 
promesse de recevoir par partie jouee, on aura 

II est clair, en effet, que le nombre des parties jouees comprend 
-d’abord la partie par laquelle on commence, qui certainement aura 
lieu, et qu’apres cette partie I’esperance mathematique cherchee 
est devenue y'x^h ou yx^aj £»6lon celui des deux joueurs qui a 
gagne. 

La probabilite pour que la valeur de I’esperance mathematique 
devienne yx^h etant et pour qu’elle devienne yx.^a etant q, 
Fequation ( 12 ) est la consequence immediate des principes. 

La solution g^nerale de I’equation ( 12 ) doit contenir deux 
constantes arbitraires, et ne peut evidemment en contenir davan- 
tage. 

Posons 

y = Pa? -+• 7; 


•en supposant pb = ya, Fequation sera satisfaite si Ton pose 



p et Y restant arbitraires. 
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La solution generale estdonc 


Vx == — 


£2 

ab 


3 37 H- Y . 


Les conditions evidentes 


don lien t 


et 


ro = o, 
y m-hn — O 


Y = o, 




m-h n 
ah 


mn 


ynt — 


ab 


Le nombre probable des parties est done proportionnel au pro- 
diiit des fortunes des deux joiieurs; ii devient infini (88) lorsque 
Tune des fortunes est iuGnie. 


104. M. Rouche a etendu la solution precedente au cas od le 
jeii n’est pas equitable. 11 a resolu le probleme suivant : 

Probleme rJV. — Pieri'C et Paul jouent aux conditions 
enoncees dans Le probleme precedent ; mais le jeu n est pas 
equitable, La difference pb — qa n^est pas nuUe. Troueer La 
vaLeur pj'obabLe da nombre des parties qui precedei'ont la 
mine de Van des joueurs. 

L’eq nation 

I qyx--a 

definitj comme dans le cas precedent, le nombre probable des 
p«irties qui restent a jouer lorsque Pierre possede x francs et Paul 
m-\- n — X francs. 

On satisfait a cette equation, quelles que soient les constantes 
qui j figurent, except^ dans le can Lraite precedemrnent, en posant 

(i3) 

OL etant la racine de I’equation 

j) a,a-\-b — yu — ^ = o. 
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et en prenant 


G' = 


i^a -\- h)p — a 


Ces valeurs sont donnees par Ja substitution de (i3) dans 
Tequation, en ecrivant qu’elle devient identique. C et G' restent 
arbitral res. Quelles que soient leurs valeurs, I’eqnation est satis- 
faite. On les determinera par les conditions 


yo = O, ym+n — O. 


En noinmant P la probabilite calculee (92) pour que Pierre 
finisse par miner Paul, on troiive, en effectuant les calculs, 


(i4) 


y rn — 


( 771 -t- n ) P — in ^ 
pb — qa ^ 


resLillat elegant qui peut s’enoncer ainsi : 

Le nombre probable des parties est egal aii rapport de Va^an- 
tage total de Vun des joueurs dt Va^antage da mime joueur 
dans chaque par tie. 


(m -i- /7)P est en efifet I’esperance malhematique du joueur qui 
a probabilite P de posseder I’enjeu total (m-\-n)^ m est la for- 
tune de ce joueur, et le numeraleur est I’avantage qui resulte pour 
lui de la decision prise de continuer le jeu indefiniment. Le deno- 
minatenr est, pour chaque partie jouee, Texces de son esperance 
malhematique sur sa mise. 


lOo. II semble facile de d^montrer ce theor^me directement. 
Supposons pb — aq positif, le jeu est avantageux au premier 
joueur. Soit n le nombre de parties qui seront joules. Si p^^ 
yC> 2 , . - . , p^ sont les probabiiites pour que le jeu finisse en 
^ 2 ? • * • ? ^{1 parties, le nombre probable des parties est 

(i5) PzX^-\- , . 

Celui qui aura droit a une somme egale a (i5) pourrait con- 
clure avec des acheteurs difF6rents des marches equitables pour 
leur vendre en detail les avantages qui, suivant les cas, pourront 
pour lui resulter du jeu. Si le nombre des parties est un ache- 
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tear recevrait la promesse dii benefice correspoiidant ; il devra 
pour ceia pajer 

PiXx^{pb-^aq), 

puisqne chaque partie jouee equivaut pour Pierre a iin avantage 
pb — aq. 

Les ventes simultanees failes a des acheteiirs difFerents ne 
peuvent faire naitre aucune difficulte potir le rei^lement des 
comptes. Quel que soit, en effet, le nombre des coups joues, I’lin 
des acbeteurs se substiluera au vendeur, eL les auLres n’auront 
rien a reclamer. La somme payee en echange de la totality du 
gain espere sera 

CeLte somme est Texces, sur ia fortune de Pieri'e, de I’esperance 
mathematique resultant pour lui de la determination de conti- 
nuer le jeu jusqu’a la mine de L’un des joueurs, a un jeu inegal 
dont les conditions lui sont avanlageuses. Cette esperance inatlid- 
matique est le prod nit de Penjeu {m 4- n) par la probabilite P de 
le gagner, et Tavantage dii joueiir est I’exces de cette espe- 
rance mathematique sur la somme qu’il possedait avant d’entrer 
au jeu, mais qui, une fois le jeu commence, ne lui appartient 
plus. 

On pent done ecrire 

- P\L^\t){pb — qa) — P {m n) — m 

et, par consequent, 

P (m n) — m 

C'est le ih^oreme de M. Rouche. 

106. Nous avons plusieurs fois signals des raisonnements plau- 
sibles, q(»i, lorsqu’on y regarde de pres, manquent de rigueur et 
conduisent k des conclusions fausses. Celui qui precMe conduit 
a une formule exacte. On peut cependant clever centre lui une 
objection fondde. 

Lorsqu’un joueur est admis a jouer une partie inegale, dont les 
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conditions lui sont favorables, la probabilite de gagnerlamise b 
de I’adversaire 6tant et celle dc perdre une mise egale a a 
etant I’avantage de jouer une partie dans ces conditions a pour 
valeur equitable ph — qa \ le droit de jouer un nombre x de par- 
ties doit ^tre paye x{ph — c’est ce qu’il vaut. 

Mais quand ce nombre au lieu d’etre donne, est designe 
com me le nombre de parties jouees jiisqu’a la mine de I’un des 
joueurs, ces parties, quoique le detail des pertes et des gains soit 
inconnu, ne presentenL pas les tu^mes cbances que si Ton connais- 
sait seulement leur nombre fixe a I’avance et Jes conditions du jeu. 
Si, par exeinple, le nombre de ces parties est assez petit pour que 
la fin du jeu, que par bypothese elLes procurent, ait exige la perte 
continuelle du second joueur, le droit, pour le premier, de jouer 
chaque partie ne vaut plus ph — qa^ il vaut b, 

Le calciil de M. Rouch^ etait done necessaire, et le raisonne- 
ment, quoique tr^s specieux, qui conduit au rdsultat exact, n’est 
cependant pas rigoureux. 


107. La demonstration (105) ne s’appliqiie pas au cas oh le jeu 
est equitable. L’expression (i4) prend la forme §■; on peut en 
trouver la vraie valeur. 

La valeur probable du nombre des parties est 


on a (92) 


n) — m 
ph — qa ^ 


P = 


[ ^ 


a etant racine de 1 ’equation 

p^a-^b — a®-f- = o. 


Si I’on suppose pb — qa = t^ e etant infiniment petit, adiff^re in- 
finiment peu de I’unite. Posons 

a = 


La valeur de P devient 

j ^ Qmh 


mh H — rrC^ 
2 


I ^ iin-i~n)h 

— (W-h . , 
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et, eu negligeant le carre de A, 



I’expression dii nombre probable de parties devient, par la sub- 
stitution de cette vaJeur de P, 

hmn 

h 

le rapport - est independant de m ei de n : le nombre probable des 
parties est done 

Gm/i, 

Cetant une coiistanle ; et, comme le nombre des parties est ^gal 
a I’linite quand on a m = <2, n = A, il faut snpposei* C = On 
retrouve le resultat deja oblenu. 

i08* Dans le cas ou les deux joueurs possedent au debut la 
ni^me somme, on peut trouver la valeur probable du nombre des 
parties par une melhocle tr^s diff^renle des precedentes. 

Soit<p( 7 ?z) le nombre pi obable des parties lorsque chaque joueur 
possede m francs. Supposons qiie Pavoir de chacun soit double, 
le nombre probable des parties deviendra 0(2 m). Si I’on fait dans 
Pavoir de chaque joueur deux parts egales a m, on peut supposer 
que chacun expose d’abord, dans deux luttes separees, lamoitiem 
de ses francs contre la moitie de ceux de son adversaire. Apres 
cette premiere serie de parties, de deux choses Pune, Pun des 
joueurs a gagne deux fois, et Pautre est ruine, ou bien chacun 
a gagne une serie et ils se retrouvent tous deux avec 2m francs. 
La valeur probable du nombre des parties est alors, comme au 
debut, o{2m). La probabilite pour que le premier joueur ruine 
son adversaire, lorsque tous deux possedent m francs, est ( 92 ) 

I 

I -h a'" 

et, pour qu’il soit ruine, 

I *-h a'" ’ 
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La probabilite pour que I’un des joiieurs gagae une serie et 
perde Tautre esL le produit de ces deux probabilites, qu’il faut 
doubler puisqu’on ne dit pas dans quel ordre les evenements 
doivent se succeder; on doit done avoir 

o 

(16) o(im.) = 2 <p(m)-h 

a etant (92) la raci'ne de I’eqiiation 

py,a-k-b — ^ = O. 

LVqnation (i6) donne 

I _j_ 

(17) 

Cette equation, si on la suppose vraie pour toute valeur de 
permet de determiner la fonclion de Nous nous bornons a 
menlionner ce probUme, qui n'interesse pas le Calcul des proba- 
bilites. 

109. La probabilite dans iin nombre donne de parties de la 
mine d’un joueur, dont I’adversaire est infiniment riche, a 4te 
donnee par Lagrange, puis par Ampere dans ie Memoire sur la 
theorie du jeu, lequel a ete son debut dans la Science. 

Lorsque deux joueurs luttent Tun centre I’autre et que ciiacun 
pent miner son adversaire, le probleme est tres different. La solu- 
tion suivante, qui se presente d’abord, n’est pas exacte. 

Soient m et /? Ie'* fortunes des deux joueurs. Siipposons le jeu 
equitable : la probabilite pour chaque joueur de gagner une partie 
est Fenjeii est 

La probabilite pour que le premier joueur mine le second est 

— — — j pour Qu’il soil mine lui-m^me elle est — - — . 

m-^ n 

Si I’on salt que Lun des joueurs doit ^tre mine, on peut, sans 
changer les chances, su[)poser a Fadversaire une fortune infinie. 
Si done on nomine p.) la probabilite pour qu’un joueur qui 

poss^de m francs soit mine, en p. coups precisemenl, par un ad- 
versaire dont la fortune est infinie, la probal>ilite pour que la 
])artie engagee entre deux joueurs, dont I’un poss^de m francs et 
B. 


9 



i 3 o 

I’aiitre n francs, 


C\LGUL DKS PROS 4 lil LITE-’. 

se termine en pi coups precisement sei a 


■o{n, 11)- 


m -h n 


cp(m, [i). 


Le raisonnement n’esL pas exact. 

Si Ton sail que Pierre a eLe mine par iin aclversaire dont la 
fortune est finie, on en pent conclure (|ue le hasard ne I’a pas 
favorise : les combinaisons qui, debutant par un grand iiombre de 
parlies ^agnees, auraienl mine son adversaire doivent ^tre excliies, 
celles dans lesquelles il gagne au debut plus soiivent (|u’il ne perd 
sonl rendues moms probables. La prol^abilile pour que la mine se 
soil produite en p coups n’est plus egale a cp(/w, p). 


HO- Probleme LV. — Pierre et Paul possedent chacun 2^^’, 
Us jouent jusqu^ci la ruine de V un d’eux. La probabilite 
de gagner chaque partie etant ^ et Venjeu egal d quelle 
est la probabilite pour que le jeu se termine precisement en 
2[JL parties? 

Le noinbre des parties doit ^tre evideinment pair. Si le jeu n’est 
pas termine, chaque joueur possedera 2^^^; car, en un nombre pair 
de parties, la perie de chacun est un nombre pair; si done elle 
n’etait pas nulle, le perdant serait ruine. 

Soil j/j,. la probabilite pour que le jeu ne soil pas termine en 
2p. parties, on aura 

(i8) ^5/.+! = j 

11 est clair en effet que, si le jeu n’est pas termine en 2jji par- 
ties, ce dont la probabilite est pour qn’il ne le soil pas par 
les deux parties qui suivent, il faut que chacun des joueurs gagne 
une partie etperde Tail ire. La probabilite pourqu’il en soitainsi est|. 
De Pequalion (i 8 ), on conclut 

(■ 9 ) 9 -,= 

et comme, pour p. = i , on a C est ^gal a I’linite. La pro- 

babilite pour que le jeu ne soil pas termini apres 2p parties est 
done ( 4 )^- Pour que le jeu se termine precisement en 2p. parties, 
il faut qii’il ne soil pas termine en 2 p. — 2, ce dont la probabilite 
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€sL mdiiie joueiir perde les deux parties suivantes, 

ce dont la probabilile est Le produit (~)(^ est la probabilite pour 
que le jeii se termine a la 2 partie. 


m. PiioBLEME LVL — Pierre et Paul possedent chacun 3 ^*^, 
Us joueut dans les conditions dejinies dans Venonce precedent. 
Quelle est la probabilite pour que Vun des deux so it ruine 
precisement au coup de rang p? 


Le nombre de partie-s doit etre impair. Apres 2p-f-i parties, 
si le jeu n’est pas termine, la perte et le gain seront un nombre 
impair, i] doit etre moindre que 3 , il est done 1 ’ unite : I’un des 
joueurs possedera 2^^ et Tautre 4 ^*^- Soit j/'p. la probabilite pour que 
le jeu ne soit pas termine au coup, on aura 


(20) 


3 

J'fjL-t-i — 


Si, en effet, le jeu n’est pas termine au (2p 4- coup, ce 

dont la probability est d faut, pour qu’il ne le soit pas au 
(2 p 4- 3 )^®'"®, ou que chacun des joueurs perde une partie et 
gagne I’autre, ou que celui qui a conserve 4^^ perde les deux par- 
ties; la probabilite pour que Tun ou I’aulre de ces evenements se 
prodiiise est 

De ryquation (20), on conclut 

- «(!)'■ 

On a d’ailleurs 

3 

ri= 4; 


car, pour que la panic soit terminee en irois coups, il faut que le 
myme joLieur gagne les Lrols premieres parties, ce dont la proba- 
bility esi Il faut done prendre C = i , et Ton a 



Pour que la partie se termine precisement au coup 2p4-i, il 
faut qii’elle ne le soit pas au coup 2p — i et que le joiieur qui 
possede 2*^ seulement perde les deux parties suivantes, ce dont la 
probability est j. 
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La probabilite poxir que le jeu se termine au coup de rang 2 p. -f- f 
preciseinenL est done 


112 . M. Ronche a traite avec beaiicoiip d’elegance el de bon- 
hear le cas general. 

Probleme LVII. — Pierre et Paul jouent V un contre V autre 
aK^ec des probabilites e gales. Ils passed ent chacun n francs 
a^ant d’entrer au jeu; d chaque partie Le perdant donne i*’*' 
au gagnantj et le jeu ne cesse que lorsqae Van quelconque des 
deux joueurs est ruine. Quelle est la probabilite P pour que 
le jeu se termine precisement d la jin d*une partie de rang 
assigne? 

Si, api'es ui parties, le jeu doit encore se continuer, e’est que 
Tetat des fortunes est alors I’lm des suivants : 

— 0, r<2, 2/2 — a), {n, 71), 

la notation (f, 2/? — i) indiquant que Tun quelconque des deujc 
joueurs possede f francs et, par suite, I’aiitre 2/1 — f francs. 

Designons par «p/(p.) la probabilite pour que, apres p. parties, le 
jcMi ne soit pas encore termine et que I’etat des fortunes soil, 
(f, 2/? — i). On aura, par le principe de la probabilite totale, 

p^ designant ia probabilite de passer en une partie de I’etat 
(/f, 2n — A*) a I’etat (f, an — i). 

Or on voit avec un peu d’attention que p"f^ est egal a i, et que 
pour les autres valeurs des indices p^ est egal a 7, ou a zero, suivant 
que la valeiir absolue de / — A* est egale a i ou differe de i . D’apres. 
cela, la formule (21) donne les n relations 

(p-hi)= 

= <Pu- 2 (H-) + 2 cp„(fJl), 

-+-!) = 0«-3(p) H- ©71-1 ( p). 


202( p. -+-£) = 9, ( |2) -h 
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d’oLi il faut tirer (ia); car, cette qiiantite etant connue, on aura, 
pour la probabllite cherchee, 

P = i Oj(jjL_l). 

Or, bi !’on adjolgnait aux equalions (22) celles qu’on obtient cn 
changeant p en p -I- i dans la seconde, pen p-f- i, pH- 2 dans 
la troisieme, . . . , p en p i , p -f- 2, . . . , p - 4 - /z — i dans la 
derniere, on aurait H- *) relations qui, par I’elimination de^s 
-T-i) — I quantiles cp dont I’indice difiPere de i, condniraient 
a une equation de la forme 

<23) cpi({x /i) Ai o j ( »JL -f- /i — I) -h. . .-4“ A^cpi ( p) = 0 . 

D’ailleurs, si a-j, • . . , designent les racines de I’equation 
caracteristique que Ton obtient en faisant dans (28) «pi(p) = 
Texpression generale de «fi(p) sera et, par suite, la valeur 

de Pjjt. sera les constantes Ci, C2, . • • , C/i etant determi- 

nees par les conditions initiales du probleme. 

Cette determination se fait elegaminent de la facon siiivante : 
d’abord, ni Pierre ni Paul ne pen vent ^tre mines avant la fin de la 
/^leme partie ; d^autre part, la probabilite pour que le jeu cesse 
juste apres la p^rtie, c’est-a-dire la probabilite pour qne 

Pierre 011 Paul perde n fois de suite, est 

I j_ ___ I 

. ^ ‘ 2 " 2 "“^ * 

De la resul ten ties relations lineaires 

(34) ScA.= o, Sca( 3 a.= o, ScAa*'“ = o, 

qui permettraient d’obtenir Ci, Co, (?« et, par suite, Pji en 

fonction des racines ao, . . . , a^, Mais ce que nous voulons, 
c’est I’expresslon de 1 ?^ en fonction des coefficients de Peqnation 
caracteristique. 

Or, bi Ton pose 

(z ^ at)i z ^ az). . .(3 — aa) = B(; 5 ) 

et si Ton ajoute les equations (24) apr^s les avoir inultipliees res- 
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pectivement par les coefficients de •••5 dans le 

quotient 

- 0(0 
z — t ’ 

on obtient 

vfiliiJ = ^ 

ou, en niultipliant par 

6(0 


et designant par E(:;; la partie entiere dn premier mem bre, 


E(-)h -2 


fifll 

z — ak 


1 

2 ^- 2 0 (^)’ 


On voit par la qiie le coefficient de — dans le developpement du 
premier membre est 2?^,; la probabilite cberchee est done 
%ale an coefficient de ^ dans le developpement de 

II reste a trouver Tequation caracleristique. An lieu de la cher- 
cher par le precede laborieux ci-dessus indique, nous I’obtien- 
drons rapidement comme il suit ; les relations (22) montrent qiie, 
si I’on pose 

oi(fx)= 

on a 

cp/.(jjL-hi) = 

de la r 4 sultent les equations 


o, 

2 ^ -H 2 = o, 

4 '«— 1 '+■ 2 *+" 4 '«— 3 — 


'j'l = O, 
62H-a:«j>i = o, 
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ou X designe la (jiianLite — 2a ; et reliminaLion des A donne 


X 

1 0 



0 

2 

X 1 



0 

0 

I X 

\ 


0 

0 


I 

X 

1 

0 


0 

I 

X 


Les valeurs evidentes 

Vi = ir, V 2 == 372 - 9., 

et IVchelle de relation 


V;j X Vrt— 1 V/2_25 


que Ton oblient immediatement en d^veloppant le determinant par 
rapport aiix deux dernieres ligncs, proavent que la fonction N n 
estcelle qiiei’on rencontre dans la theorie de la division du cercle 
en parties egales et cjui a pour expression 


Vrt (a? 'l = 97" — .r «— 4 -h . . . 

1 .2 

1 ( ^y njri- — 




r designant le plus grand noinbre entier contenu dans 
Done Pj;. est le coefficient de i dans le developpement de 

( I)". 2-51^ 1 


ou, ce qiii revient au m^ine, en posant 


I 



est le coefficient de dans le developpement de 

(— ! ^ 

I -4- A I -h A 2 -f- . . . ’ 


A/ de>ignanr le coefficient de x^~^^ dans V«(^) et, par suite, etant 
egal a zero quand I'indice i surpasse -n. 
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Ce quotient a poiu’ expression 

B/ deslgnant le determinant d’ordre k 

At I o . . . o 

A2 Ai I . . . o 

Byi = (— r A3 A2 Ai . . o . 

A 4 A4-1 A 4_2 • • • Ai 

On voit par la que, si — n est impair, Pjj. esL mil, et que, si 
jjL — n est pair et egal a 2 A', on a 



CJne verification s’offre ici d’elle-ni 4 me. Pour = 2 ou /z = 3 , 
le determinant B>t se reduit a son terme principal, et Ton retrouve 
iinmediateinent les resullaU obtenus directement aux n®® 110 
et 111. 

113 . On pent rattacher aii probi^me de la ruine des jonenrs 
I’esperarice, acceplee souvent, d’accroilre les chances de gain par 
ane ingenieuse di'^position des mises et du nonibre des parties 
joiiees. Toutes ces combinaisons sont illusoires. Si les conditions 
du jeu rendent pour chaque partie Tespeiance inalhematique egale 
a la mise, I’egalite existera, quoi qn’on lasse, quel que soit le 
nonibre des parties. 

Nous nous bornerons a examiner un precede plausible pour 
accroitre les chances de gain eu laissant celles de perte petites. 

Un joueur entre au jeu avec la resolution de continuer tant (jue 
le sort lui sera favorable et de se retirer apres sa premiere perte. 
Le nonibre des parlies qu’il jouera pent 4 tre illiniite et le benefice 
immense; la perte, au contraire, sera necessairement petite, egale 
tout ail phis a la mise pour une seuie partie. 

Lorsqne I’on compare, cependant, les chances de perte k celles 
de gain, on les trouve, comme cela doit ^tre, dqiiivalentes, lorsque 
les conditions du jeu, a chaque partie, 5>ont equitables. 



CHAP. VI. — LA RUINE DES JOUEURS. iZ'J 

Soient 

p la probabilite de gagner line partie; 
a la somnie a recevoir; 
q la probabilite de perdre; 
b la somme a payer dans ce cas ; 

on a 

Le joLieur a une probabilite q de perdre la somnie b \ une pro- 
babilite pq de gagner a — une probabilite p-q de gagner 
2a — b^ etc.; Line probability p‘^q de gagner na — b. Son espe- 
rance niathematique, an moment ou il se met au jeu, esL done 

pq{a — b) p^g{‘ia — b) . — qb^ 

e’esL-a-dire 


pqa{v-\- -H 3/?2 H-. . ,) — pqb(i -h p -h p^ -h • . — qb 

et, en remplacant les deux series par leurs valeurs 


0—P) 


pqa 


psk. 


.qb — ^ — b. 


c^est-a-dire z^ro si le jeu est yquitable. 

L’avantage jiretendu de la combinaison se rednit a accroitre la 
valeiii- possible du gain, en diininnant proportionnellement la pro- 
bability de I’obtenir. 
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CHAPITRE vn. 

PBOBABILITE DES CAUSES. 


Un jour, a Naples, un homme de la Basilicate, eo pre- 
sence de Tabbe Gahani, aglta trois des dans un cornet 
et paria d’amcner rafle de 6 , il I’amcna sur-le-champ. 
Cette chance est pos!»ible, dit-on, rhomme reussit une 
seconde fois, et I'on repeta la mfirne choi>e , il remit les 
dcs dans le cornet trois, quaire, cinq fols, et toujours 
rafle de 6 « Sangite di Bacco ' s'ecria Tabbc, les des 
sont pipes' » et iU I’etaient 

Didbeot. 


114. Ce que, dans le Calcu! des probabiliLes, on entend par le mot causes — 
115. Enonce du probleme a resoudre. Formule qui en donne la solution. — 
IIG. Autre demon-^tration de la formule. — 117. Probleme relatifa la composi- 
tion inconnue d’une urne — 118, 119 Autre maniere de comprendre I’enonce. 

— 120. Probleme plus general. — 171. Loi approchee des probabilites. 
~ 122. Autre maniere de preciser Penonce — 123 Applications incorrectes 
des resultats precedents. — 124. Discussion d’une experience de Buffon. — 
125. Discussion de la methode d’approximation adoptee. — 126. Gas extreme od 
la conclusion du raisonnement souvent accepLe serait evidemment sans valeur. 

— 127. R^gularite des naissances masculines et feminines. — 128. Quelle est 
la r^ffularite dont on serait en droit de s’eionner? — 129. Exemple cite par 
Buffon. — 130- Exemple cit6 par Laplace. — 131. Les conditions d’un probleme 
doivenl toe definies avec detail. - 132. 133. Quelques exemples — 134. Ap- 
plication faite par Mitchel a la iheoric des eioiles doubles. — 135. Probabilite 
des evenements futurs. — 136. Applications ridicules de la formule h la proba- 
bility du lever du Soleil. 


H4. fiuidier les faits ponr remonter aiix causes est ie but le 
plus eleve de la Science. Notre curiosite est ici moins ambihense. 
Nous n’aurons dans ce ('hapitre aucune loi de la nature a discuter, 
aticune ^nig^me a resoudre. JLes causes sont ponr nous des acci- 
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denis qiii ont accompagne on precede un evenement observe. Le 
mot n’impliqiie pas qii’an sens philosophique J’evenemenl soit iin 
efFet prod nit par la cause. 

Pierre a parie d'ainener avec trois des iin point superieur a i6 ; 
il a gagne : tel est Tevenement. Le point amene pent etre 17 on 
18 : Lelies sont les causes possibles du succes. 

On a, sous un memo noin, reuni plusieurs ca^ distincts : ce 
sera, par exemple, un point plus grand que 16 qui peut ^tre 17 
ou 18; la sortie, au loto, d’un numero divisible par 5 qui peut 
etre 5 , 10, i 5 , ; le tirage, dans unc urne, d’une boule de 

couJeur qui peut etre rouge, verte ou jaune; la retourne, dans 
une partie de cartes, d’une figure qui peut ^tre roi, dame ou 
valet. L’evenement s’est produit, on le sait ; les causes qui, dans 
ces differents cas, restent possibles sont les manieros diverses dont 
il a pu se presenter. On sait qu’une riviere a deborde en Espagne : 
c’esL a la Geographic, non a la Met^orologie, qu’il appartient, par 
I’enumeration des cours d’eau, de faire connaitre la diversite pos- 
sible des causes. 

De tels cas sont les plus simples. Les causes dont on cherche la 
probabilite ne peuvent, si elles agissent, produire qu’iin seul eve- 
nement dont Fcirriv^e, supposee connue, diminue le dcnoininateur 
de la probability sans en changer le nimierateur. On sait, par 
exemple, qu’en donnant les cartes on a retourne uue figure. Quelle 
est la probability pour qu’elle soit un roi? Le numerateur de la 
probabilite est le m^me qu’avanl le renseignement donne : e’est le 
nombre des rois ; mais le denominateur, nombre des cartes pos- 
sible, a diminuy : les figures seules doivent y etre cornptees. 

On sail qu’au lolo le numero sorti est divisible par 5 , on de- 
mande la probabilite pour qu’il soit 9.5. Le numerateur de cette 
probabilite est i, comme avant le renseignement donne; mais le 
denominateur, qui etait 90, nombre total des uumeros, est de- 
venu 1 8, nombre des multijiles de 5 . 

Le numerateur de la probabilite, dans d’aulres cas, est changd, 
en m^me temps que le denominateur, par la connaissance de I’eve- 
nement observe. Quelquefois aussi, les cas restes posbibles ne 
sont pas egalemenl vraisemblables. 

Deux urnes, par exemple, sont d’aspecl identique : I’une con- 
tient une boule blanche et une boule noire ; J’autre, dix boules 
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noires et line blanche. On clioisit une des urnes, on eii fait sorlir 
uneboule, elle est blanche; quelJe est la probabilite d’avoir choisi 
la premiere urne? 

Deux causes sont possibles : ia premiere urne et la seconde 
urne; mais, contrairement a ce qui avait lieu dans les cas prece- 
dents, aucune de ces deux causes, supposee veritable, ne rend 
certain revenement observe. On pourrait considerer comme causes 
possibles les deux boules blanches qui ont pu sortir, Tune de la 
premiere urne, I’aulre de la seconde; mais ces boules n’ont pas 
m^me vraisemblance. La seconde, associee a dix autres boules, a 
moins de chances de sortir que la premiere et sortira certaine- 
ment moins souvent si Tepreuve est renouvel^e un grand nombre 
de fois. 

llo. Le probleme general pent s’enoncer comme il suit : 

Diverses causes E^, E 2 , . . . , E,^ ont pu produire un evene- 
ment observe. Les probabilltes de ces causes, lorsque le resul- 
tat n^etait pas encore connii, etaient Wi, * • - , ro,;. Uevene- 
ment se produit; ia cause E^, lorsqidon est certain que c^est elle 
qui agit, rlonne d £ evenement la probabilite pi. Quelle est la 
probabilite de chacune des causes qui sont, on Uadmet, les 
scales possibles! 

Le type des probl^mes dont nous parlons pent etre represente 
par une urne conlenant des boules blanches et des boules noires. 
L’evenement est Ja sortie d’une boule; elle est blanche, on le sait. 
Mais chaque boule est marquee partui des numeros i, 2, 3, , . . , /z. 
Quelle est ia probabilite pour que la boule blanche sortie soit 
marquee dhin numero donne? Ces numeros representent ici ce 
que Ton nomme les causes possibles de J’evenement, sans avoir 
rien de commun, bien entendu, avec I’idde de causalite. 

Si p. designe le nombre total des boules, jjii le nombre de celles 
qui sont marquees i et, dans ces p,/, mt le nombre des boules 
blanches, le nombre total des boules blanches est 

mi H- 7^2-1- 7 W 3 -!-. . .-i- m^. 

Elies sont toutes egalement possibles, puisque, placees dans la 
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m^nie nrne, chacune, cousideree individuellemenL, a chance egale 
de sortie. La prol)abillte pour que la boule blanche que Ton a tiree 
et dont on n’a pas vu le numero soil marquee d’un i est 

nu 

7?ll -h /M2H-. . .-h 

Telle est la solution du probleme. 11 reste a Texprirner en fonc- 
tion des donnees. On a 


par consequent, 



!■*“ 


— TOi ; 


nil = = piis, jjL. 


La probabilite est done, en suppriuiant le facteur jjl, 

Pi^i 

P\'^\ -H • ‘“H Pn^u 


Le d^nominateiir est le in^me pour toutes les valeurs de et les 
probabilites des diverses causes sont proportionnelles, par conse- 
quent, aiix produits de la probabilite de chacune, avant I’evene- 
rnent (uy;), par la probability qu’elie donne a I’evenement (/>;) 
quand on la suppose certaine. 


H6. La demonstration pent se faire aiitrement. 

La probability cherchee est celle pour que I’^venement qni est 
arrivy, on le sait, soit du a la cause reprysentye par Pindice 

La probability pour que, avant I’ypreuve, Tevenement en ques- 
tion se produisit et fut du a la cause dysignee est un yvenement 
composy, et cela de deux manicres : 

i“ II faut que la cause soit mise en jeu ; 

2 *’ II faut qu’elle prodnise Tyvenement* 

Ou bien : 

1 “ 11 faut que Tevyuement se prodnise; 

2 '* II faui que, etant produit, il soltdu k la cause dysignee. 
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On en deduit deux expressions de la meine probabilite 

73 , Pi = (jOi *4“ />2^2 -f- . • . -4- Pn 

et, par consequent, la probabilite x pour que I’evenement, elant 
[)rodiiit, soit du a la cause designee par Tindice i est celle qiii a 
ete oblenue (US) 

, Pi'^t 

(l) X — 

/?i73i-4- /;2‘®2 4-. . Pn'^ri 


117. Probleme LVIIT. — Une urne contient pi boules : les unes 
sont blanches, les autres noires, on ignore en quelle pro- 
portion. On tire k boules, en remettant a chaque fois la 
boule sortie. II ne sort que des boules blanches. Quelle est 
la probabilite pour que I’urne ne contienne que des boules 
blanches? 

La question est inal posee. 

On ignore, dit T^nonce, la proportion dans I’urne des boules 
blancheij et des boules noires. Toutes les hj'potheses son I possibles. 
II faudrait dire, en outre, quelle est, a priori, la probabilite de cha- 
cune. Si, toutes les combinaisons possibles ajant ete preparees 
dans des urnes d’apparence identique, le hasard a decide entre 
elles, Jes conditions sont autres que si Ton a piiise aii hasard dans 
une urne de composition convenue, pour composer avec les boules 
ainsi lirees Turne nouvelle dont nous pailons. 

Nous adinetlron^ d’abord, pour preciser la question, que toutes 
les compositions de Purne soient, a priori, egalenient possibles. 
Toutes restent possibles apres I’epreuve, a Texception d’une I'eu- 
nion de boules noires, mais les probabililes ne sont plus egales. 

La combiuaison dans laquelle, sur p. boules, le noinbre des 
blanches est n donne a Peveiieinent observe la probabilite 

(?)• 

Les probabililes designees par uji, uja, ..., dans Tenoned 
general sont supposees egales entre elles; ea les supprimant 
comine facteur commun dans la formule (i), on irouve la probabi- 
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liie pour qiie le jiombre cles boules blanches soil n 



I -H 2 ^- 4 - 3^^ -h ... H- 

La probabilite pour que loules Jes boules de Furne soieiit 
blanches est done 


I 


.3/- 


Si I'on suppose, par exemple, p. = 5 , A* = 6, apr^s avoir tir^ six 
ibis de suite une boule blanche d’une urne qui contient cinq 
boules, la probabilite pour que les cinq boules soient blanches est 


IH- 2 ® -T- 3® -4“ 4 ® 


0,76163. 


H8. Si, au lieu de supposer toutes les combinaisons egalement 
possibles a priori^ on avail compost I’urne en tirant au sort, k 
pile ou face par exemple, la couleur de chaque boule, le probl^me 
serail Lr^s different. 

Les hypotheses possibles sur la composition de I’urne, au lieu 
d’etre egalement vraiseinblables a priori^ out les probabilites sui- 
vanles : 

0 blanches ou 5 noires, 

I =o,o3i25; 

4 blanches et i noire ou 4 noires et i blanche, 

5Qy = o, 15625; 

3 blanches et 2 noires ou 3 noires et 2 blanches, 

10 ^^^ =o,3i25. 

Les probabilites designees par tu,, tuo, . . ., xssn dans la formule (i) 
sont proportionnelles aux nombres 1, 5 , 10, 10, 5 , i, et la proba- 
bilite, quaiid six fois de suite on a extrait une boule blanche, pour 
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que les cinq boules de I’nrne soient blanches est 


56 

5 -4- 10. ‘26-1- 10.36-+- 5 .4®-+- 5® 


0,35^79. 


119. Si, apres avoir extrait les boules de Fume, on ne les 
remeltail pas, les resultats seraient differents. 

II est clair, d’abord, qu’on ne pent, dans cette hypolhese, extraire 
plus de cinq boules, et que, si on les exlrait toutes Jes cinq, il n’y 
a plus de probleme. 

Supposons done que Tevenement observe soil la sortie de qnatre 
boules blanches; les probabilites, a priori, des diverses composi- 
tions de Turne etant proportionnelies a i, 5, 10 , 10 , 5, i, cher- 
chons la probabilite pour que ia cinqiiieme boule qiii reste dans 
Ihirne, la seule que Ton n’ait pas vne, soit blanche. 

L’evenement observe est la sortie de quatre blanches. Les 
hypotheses possibles lui donnent pour probabilites : i, o, o, 
o, o. 

La formule (i) devient, en y substituant les valeui's de m£ et 

de/?i, 

I I 

n- 5 X -p -t- o 
o 

Ce res ul tat est evident a priori, 

Apres avoir vu quatre des boules, sachant que pour les cinq la 
couleur a ete tiree au sort, on n’a acquis sur la derniere aucun 
renseignemenl. Les circonstances pour elle sont les memes que si, 
lorsque Ton procedait a la formation de 1 urne, le hasard avait 
d^signe la couleur blanche aux quatre premieres epreuves. On ne 
devraity voir aucune raison pour quM la designllt une cinquieme 
fois. 


120. Probleme LVIII bis, — Une urne contientdes boules noires 
ou blanches en proportion inconnue. On y fait p. tirages, en 
reniettant dans L* urne, apres chaque tirage, la boule qid en est 
sortie. Onaobtenu m boules blanches et n boules noires. Quelle 
est la composition la plus probable de V urne? 

L’enonce, comma celui du probleme pr^c^dent, n’est pas suffi- 
samment precis. 
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Toutes les hypotheses sur la composition cle I’urne etaient pos- 
sibles avant Tepreuve. L’etaient-elles egalement? II est necessaire 
de le dire. Nous le supposerons d’abord. 

Soil X la probabilite assignee a la sortie d’une boiile blanche 
par la composition de I’urne. 

La probabilite de I’evenement observe, la sortie de m bonles 
blanches et de ri noires, est 


— xY. 

Le nombre des combinaisons qui peuvent se presenter est inde- 
penclant de a?, et la probabilite de I’evenement observe, que Ton 
connaisse ou non I’ordre de sortie des bonles, est proportionnelle a 

— xY- 

Ce produit doit remplacer la probabilite designee par pi dans la 
formule (i); les probabilites tjSi sont supposees ^gales entre elles, 
et la probabilite de chaque valeur supposee pour or, proportion- 
nelle au produit pimi^ est, dans le cas actuel, proportionnelle a 

— xY* 

La valeur de x la plus probable rendra ce produit maximum. 

En egalant la derivee a zero, on trouve 

X _ I — X 

n 

La composition la plus probable est celle qui rend les probabi- 
lites de sortie des bonles blanches ou noires proportionnelles aux 
nombres de fois qu’elles se sont montrees. 


121. Chaque hypothese sur la valeur de a line probability. 
Nous devons en chercher la loi. II ne pent ^tre questiou d’assigner 
la valeur de Fime de ces probabilites. Toutes les hypotheses ayant 
ete supposees possibles et leur nombre etant inlini, la probabilite 
de Tune d’elles, rigoureusement designee, est o; inais la probabi- 
lity pour que x soit compris entre z z dz est proportionnelle 
a dz. 

B. 


10 
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La loi des probabilites esl celle des valeurs de la fonctlon 

— .r)", 

k laqnelle elles sont proportionnelles. 

Pour etudier celte fonclion dans le voisinage dii maximum, 
posons 


je maximum elant 


m 

t ... 

“ m-^- a 

-t- B, 

n 


~ m-v- n 


( ) 

n 

\m-h 71/ 



la valeur voisine sera, en posant x — p — s, i — x = q 

( e \ m / s , ft 

^‘-pj q) ^ 

prtiqn ind^pendant de e, la probabilile est proportionnelle an 
produit 


(-ron)" 


\P 1/ 


[ m{m — I ) 


— i) ^mn ^ n(n — 1)1 e® 


pq q^- 


en ncgligeant les puissances de e superieures a la seconde. Or, a 
cause de 

m n jn-{- n 

— = — = = m -4- n, 

p q p-^ q 

Fexpression precedente peul ^re remplacee par 

(m-^ n) * 

X — i L e2 


oil, au meme deg^re d’approximation, par 


_ s* ( -f- /I ) 

e , 
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et, par consequent, la probability pour que la composition de 
I’lirne donne a la sortie d’une boule blanche ia probability 

m 

p m ^ £ 

ni->r tl 

et a celle d’une boule noire 

n 

q = £ 

^ ri 


est proportionnelle a 




^2pq 


et [)eut elre representye par 

5* < w -i- n ) 


G ytant indyperidant de s. 

Cette (orinule equivaut a celle qui a ete trouvee (S8). On a, 
dans les deux cas, obtenu n fois sur [x epreuves im evenement 

dont la probability est/?. La difference e, egale a ~ — /?, est rem- 

placee par h egale a /^ — La probability d’une valeur dysignee 
de h est proportionnelle a 

La senle difference des deux iheoremes consiste en ce que, dans 
un cas (o8), p est donne exacternent, le doute porte sur la valeur 
de /i; dans la formule actuelle (121), n est donne exacternent, le 
doute porte sur la valeur de p, 

122. La formule prycedente est dyduile d’nne hypothese qui se 
reaiisera rarement. Toutes les probabilites designees par ^ ont, en 
gyneral, a priori^ des valeurs inegales. 

Probleme LIX. — Une urne contient N boules. On a tire au 
sort la couleur noire ou blanche, avec probahilite ^ pour cha~ 
cune des boules, Sur fx tirages, fails dans Currie ainsi com- 
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posee, on obtient m houles blanches et n noires. Quelle est la 
composition la plus probable de Vurne? 

La probabilite pour (jue, dans une urne ainsi coinpos6e, le 
nombre des boules blanches soil — - — z est approxima tivement (S8), 
si N est grand et z petit, 

jr- 25 » 

/•icN 

La probabilite de la sortie d’line botile blanche est, dans cette 
hypothese, 

I z 

N* 

Posons ^ =JK; la probabilite d’une valeur designee de y est 
proportionnelle a 

(4) 

La probabilite de I’evenement observe est proportionnelle a 


15! 


(5) 




Les probabilit^s designees par tzi el pi dans la formiile gene- 
rale (116) doivent etre reniplacees par (4) et (5). 

La probabilite de la cause, c’est-a-dire de la valeur est pro- 
porlionnelle au produit 


( 6 ) 




En egalant a zero Ja derivee du logarithme, on obtient, pour 
determiner la valeur de y qiii rend (6) maximum, [’equation 

— 2Njk-- ■ 


1 — 7.y i-\-2y 

oil, commejK est petit, 

— aNjK — /n(n- 2 jk) -4- n(i — iy)l= o, 
n — m 




2(N /n -t- n) 


d’ou 
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La plus grande probability correspond a 

__ n — m 
^ m n)* 

La composition la plus probable de I’lirne donne a la sortie 
d’une blanche la probability 

1 n — m __Nh-2 /7 z 

2 2(N -i- m -h n) ~ 2(N H- -{- /i) 

Cette fraction est comprise entre i et — ^ — On aurait pu le 

pryvoir. Avant le tirage d’aucune boule, les chances pour les deux 
couleurs ytaient ygales, le rapport le plus vraisemblable ytait celni 
qiii donne la probability Si le tirage indique pour Tune des 
couleurs la proportion de m k m c’est line raison pour croire 
au m^me rapport dans I’ensemble des boules. Si ces deux indica- 
tions ne s’accordent pas, la probability la plus plausible est entre 
les deux. 

Si N est tres grand, la formule (7) est tres voisine de 4 , quels 
que soient les nombres m et n; si, au contraire, m el m -]r ^ sont 

tres grands, elle est voisine de quel que soit N. 

Ces conclusions du calcul jioiivaient egalement se pryvoir. 

Si le nombre N est tr^s grand, on a fait, pour choisir les cou- 
leurs des boules de rurne, un tres grand nombre d’epreuves, don- 
nant chacune a la couleur blanche une probability II est certain, 
d’apres le theoreme de Bernoulli, que le rapport du nombre des 
boules blanches a celui des boules de I’lirne diffyre peu de^. Cette 
certitude est assez grande pour ne pas ytre notablement amoindrie 
par les couleurs, quelles qu’elles soient, de quelques boules tiryes 
de Turne. Si cependant, apres un nombre immense d’essais, on 
trouve entre le nombre des boules blanche'* et le nombre des 
boules sorties un rapport tres diflei'enl de on se trouvera en 
presence de deux certitudes incoiiciliables. 

Nous adoptons, on le voit, le sens vulgaire du mol cer tit ude» On 
tire au sort mille fois entre la couleur blanche et la couleur noire, 
en leur donnant des probabilitys ygales. Dans rurne contenant les 
boules dont les couleurs sont ainsi dysignyes se trouveront, a 
tres peu prys, autant de boules blanches que de boules noires : 
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on pent le tenir pour certain, Sur m n tirages, on obtient 
m boules blanches; le rapport du iiombre des bonles blanches an 

nombre total differe pen de — pent atissi le tenir pour 

certain, Les deux rapports cependant sont tres inegaiix. On est 
evidemment dans an cas exceptionnel, possible assurement, inais 
fort rare. 

Supposons, par exein|)Ie, N — looo. Dans rurne composee de 
1000 boules, contenant vraisemblablement, d’apres la maniere 
dont elles ont ete choisies, 5 oo blanches environ, on fait 4 tirages. 
On tire 4 boules blanches. La composition la plus probable de 
I’urne, d’apres la formule (7), est telle que le rapport du nombre 
des boules blanches au nombre total soit 

1008 _ 126 
2008 ~~ 25 1 

La demonstration supposant iin grand nombre d’epreuves faites 
dans I’urne n’est plus applicable, il est vrai, an cas oil le nombre 
771 -H /2 se reduit a 4* Le r^snltat est cependant })Aa diflerent du 
veritable. On a vii 4 boules blanches; amenees par le hasarcl^ 
elles sont presque certainement diHerentes; on ne sait rien .sur les 
996 autres. Le nombre des boules blanches le plus vraisemblable 
est, pour cette portion de I’urnc, 49 ^; cela fait, en Lout, 002 pour 
le nombre le plus probable des boules blanches et pour probabi- 
lite la plus vraisemblable 


5o 2 _ 25 i 
1000 5 oo 

Si, dans la inline urn(‘ composee de 1000 boules, on a fait 
40000 tirages et obtcnu 22000 boules blanches, le rapport le plus 
probable donne par la formule ) est 

45 000 5 

81000 ”9^ 

pen different du rapport indique par le resultat du tirage; les 

motifs qu’on avait d’abord de croire a un rapport voisin de i se 
trouvent en quelque sorte annules par les 4oooo epreuves qui les 
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contredisenL. Tous ces chifTres, nous devons le repeter, sont pos- 
sibles, mais absolument invraisemblabies. 

La probabilite pour que, sur looo boiiles dont la couleur a el6 
designee par le sort, avec chance egale pour blanc et pour noir, le 
nombre des blanches soil inlerieur a 5do est (6o) 


1 

2 



dt 


I 

•X 


ie(/5). 


Deux cas, en efFet, sont po-^sibles : on les noires sont en majo- 
rile, ce dont la probabilite esl -j; on I’ecart est positif et compris 
entrc o et 5 o. 

On a 

\/ 5 oo 

0 ( 2 , 23 ) = 0,99838, 

^ ‘^ 3 ) = 0,9991. 


II y a plus de mi lie a parier con Ire un, a priori, qu’un tel ecart 
ne se pioduira pas. Nos hypolheses cependant le rendent pro- 
bable. La sortie de 22000 blanclies sur 4 oooo lirages dans une 
urne contenaiit nombre egal de blanches et de noires presenterait 
line anomalie plus singulieie encore. Si la jirobabilite de lirer 
I boule blanche est la probabilite d’en oblenir moins de 22000 
sur 40000 tirages est 


1 

2 


2000 



= ^ -}- “ 0 ( 14 )* 


@(i4) est tellement voisin de I’linite, que Tevenement doit etre 
considere comme certain, I’evenement contraire comme impos- 
sible. On ponrrail renouveler Tessai des milliards de milliards de 
fois sans avoir chance cl’obtenir, sur 4oooo epreuves^ 22000 fois 
iin evenemenl dont la probabilite est 


123 . On a assimile sans raison an probleme precedent des ques- 
tions en realite fort differentes. 
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Lorsque les observations denientent des previsions dont la pro- 
babiiite semblait grande, on presume, naturellement, rinfluence 
d’une cause perLurbatrice el Ton esL conduit a chercher la proba- 
biJite de son existence. 

La question est insoluble. On n’a pas, d’une part, les donnees 
necessaires. Le dilemme, d’autre part : ou il existe une cause, ou 
il n’en existe pas, n’a pas la nettetd promise par la forme de 
I’enonce. 

Qu’enlend-on, si Ton dit : il y a une cause? 

On a jete une piece de luonnaie looo Ibis, elle a montre face 
5io fois. Quelle est la probabilile pour que cet ecarl soil du au 
hasard ou pour qu'il resulte de rimperfectiou de la piece? 

Les hypotheses possibles sonl eii nombre inlini. 

La piece pent etre parfaile. 

Elle peut donner a I’arrivee de face une probabilile quelconque 
plus grande ou plus petite que 

L’evenement observe, I’arrivee de 5io fois face sur looo coups, 
est compatible avec toutes les hypotheses : il se peut que, la pi^ce 
^tant parfaile, le hasard ait ainene ce petit ecart; que, la piece 
favorisant Tarrivee de face de inaniere a rendre I’ecart le plus pro- 
bable plusj^etil que lo, le hasard ait complete la difference; que 
la pitjce rende probable un ecart plus> grand, beaucoup plus grand 
meme que lo, ou que, inegale en sens oppose, elle donne proba- 
bil ite a I’arrivee de pile plub frequente que celle de face, et que le 
hasard cependant ait amene I’exces lo. 

C’est precisenient, dira-t-on peul-elre, parce que tant d’hypo- 
iheseij sont possibles qu’il y a lieu de cliercber la probabilile de 
cliacune. 

La recherche ne peut aboutir : les donnees sont insuffisantes. 
La solution varie, en effet, avec la probabilile a priori de telle 
ou telle imperfection de la piece, et cette probability n’est pas 
connue. 

Si I’expyrience est faite dans un pa^'s ou la fabrication des mon- 
naies a une grande perfection, les grands dcarts, a priori^ sont 
presque impossibles, et, parmi les petits, ceux qui favorisent face 
ont m^me probability que ceux qui favorisent pile. 

Si les pieces, par leur relief exagery, favorisent toutes le meme 
resultat, le probleme est autre que si, par un autre accident de la 
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fabrication, elles favorisaienl le resultat conlraire. II faut remplacer 
par une hjpolhese les rensei^nemenls qiii font defauL. 

L’hjpothese adoptee est inoui'e. 

Toiites les probabilites, depuis o jusqu’a i, donnees par la 
piece a I’arrivee de face sont supposees, a priori, egaleinent vrai- 
sembldbles. 

On a cherche quelquefois, non la probahilite de chaque hypo- 
these, niais la probabilite pour (jiie la chance donnee a I’arrivee 
de face soil plus grande que Surpasse-t-elle de un cenl-millio- 
nieme senlemenL, il faudra donner a cette difference imperceptible 
le nomde cause et lalsser croire, d’apres la denomination adoptee, 
que Tecart ol)serve esl du a cette imperfection de la piece. 

11 n’est pas inutile de traiter, pour ne laisser aucun doute, un 
cas celebre pris pour exemple par Poisson. 


124 . Buffon a jete une piece de monnaie ^oi\o (bis et obtenu 
2048 fois face. 

Poisson a cherche la probabilite pour que la piece de Buffon 
donndt a I’arrivee de face une probabilite plus grande que celle de 
pile. 

Avant de resoudre la question, il semble natural de chercher si 
cet ecart de 28, qui substitue 2048 fois face au chilfre probable 
2020, est assez invraisemblabie par lui-mdme pour rendre suspecte 
la piece qui I’a donne. 

La probabilite d’un ecart h pour un evene/nent dont la probabi- 
lity est p est 

__ 

- I ■ 

[jL designant le nombre des epreuves et q la probabilite r — de 
ryvenement conlraire. 

La probabilite d’un ecart inoindre que h, en valeur absolue, est 

k 

/'icc/o 

Il faut, dans cette formule, faire A = 28, [ji. = 4 c> 4 o. On pent, 
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sans erreur sensible, remplacer pq par on aura 


28 


= 0,6236. 


s/‘?.]±pq \/‘202() 

La Table des valeurs de la fonction 0 donne 
0(0,62) = 0,619. 

La probability de I’evenement conlrairc, c’esL-a-dire la probabi- 
lite pour que, la piece etant parfaite, Tecart soil 6gal 011 superieur 
a 28, est done 0,38. 

Si Ton reeoinmencait 1000 fois I’experience de BiifTon, avec ties 
pieces parfaiteSy on obtiendrait 38o fois> environ un ecart supe- 
rieur a 28. Si done le hasard est la cause du rcbultat obtenii, il n’y 
a pas s II jet dVtonnenient. 

Resolvons cepeiidant le probleme. 

Soient ^ H- la probabilile donnee par la piece de BLilIbn a 
I’arrivee de face; | — z celle qii’elle donnait, par consequent, k 
I’arrivee de pile. Toutes Les valeurs de entre — \ et sont 
sapposees egalement probables a priori. 

La probabilile de I’evenement observe etait, avant i’bpreuve, 
proportionnelle au produit 




Eo prenant le log-arithnie de ce produit, reinplagant 

/ ( -h - 3 j par -f- /(i 4- 23) = ^ - H- 23 — 23^, 

— 3^ par ^ - 4- /(I — 23 ) = / ~ — 23 — 232 , 

on volt qu'en supprlniant un facleur consiant dont la presence ne 
change rien, la probabilile de I’evenement etail, pour une petite 
valeur de 3, proportionnelle a 

g— 8080 s»H- 1123 ^ 

La probabilile pour que z soil positif est done proportionnelle a 


/■ 


g-S0803!H-112S dz 
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et, pour qu’il soil negatif, a 

r g-80805»-1125^5. 


on a 


/ \ CiJ 




et, en posant on; — - = 


p- 

- r e- 

« Jr 




2a \ a/ 


on a egalement 


/** iZ-T / ^ \ 

Jo \^J 

Le rapport de la prohabilite pour qne -g soit positif a celle pour 
qu’il soit negatif est done 


1-4-0 


\ \/ 8080 ' 


I — 0 


\/8o8o J 


= 4,^6i. 


Si I’on designe par /?' et 5^^ ces deiix pi*obabllites, on deduit de 

=4,i63, 

, 4,263 - 


Poisson a irouve o,8io43. 


123. Une difficult^ pourrait s’^lever, le principedu calcul 6tant 
admis, sur la formule d’approximation emplovee. Apr^s avoir 
design^ la probabilite cherchee par ^-\-Zj et annonce que toutes 
les valenrs de z seraient traitees comme egalement vraisemblables 
a prioriy nous avons neglige les puissances de z superieiires a la 
seconde. 

Cela est permis. Lorsque z en efifet n’est pas petit, la probabi- 



i56 


CALCUL DBS PROBABILITES. 


Jite de I’evenement observe peut ^tre consideree comme niille, 
aussi bien qae I’exponentielle qui la remplace. G’est pour la inline 
raison que, z etant compris entre o et nous pouvons etendre les 
integrations de o a oo. 


126. Si BufFon, au lieu de jeter la piece fois, I’avait jetee 
I fois seulement et qu’il eut obtenu face, Pevenement, on en 
conviendra sans peine, n’apprendrait rien sur la qualite de la piece. 

Cherchons cependant, en appliquant les m^mes principes, la 
probabilite pour que la piece ait une tendance a favoriser face. 

Soit^rla probabilite que la piece donne a Tarriv^e de face. La 
probabilite de I’evenement observe etant a: et les probabilites de 
toutes les hypotheses etant supposees egales a priori, la probabi- 
lite de chaque valeur de as est proportionnelle a la probabilite 
pour que as soil compris entre | et i est proportionnelle a 



2 


X dx ^ 


1 

1 


I 

8 


3 

8 


et. pour qu’il soit compris entre o et ^ 


1 



le rapport est 3 et les probabilites dont la somme est Tunite sont 
^ et i 

Une telle consequence suffirait pour condamner le principe. 


127. La regular! te du rapport des naissances masculines et fe- 
minines a beaucoup occupe les geometres. On a commis, en etu- 
diant des anomalies toujours petites, des erreurs semblables a 
celles que je viens de signaler. On a assimile les naissances a des 
tirages au sort faits dans une urne de composition constante, dans 
laqiielle le rapport du nombre des boules blanches a celui des 
boules noires difFererait peu de celui des nombres de naissances 
indique par la Statistique. 

Une telle substitution n’est legitime que si les hearts obser- 
ves sont compris dans les liinites et suivent les lois que la 
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theorie montre certaines dans une suite d’epreuves reg-lees par le 
hasard. 

S’il arrivait qtie, dans la France entiere, le rapport, d’lmeannee 
a Vautre, presen de trop grandes variations ; on si, au contraire, 
il se maintenait dans de trop etroiles limites, ii faudrait conclure, 
avec grande probabilite, qii’une cause intervient pour regler le 
hasard ou pour le Iroubler. 

La regularity de la proportion a Londres entre les annees 1629 
et 1710 a ete admiree (‘omine un miracle par un savant, novice 
encore a la theorie du hasard. Nicolas Bernoulli, digne heritier de 
son oncle Jacques et editeur de son beau Livre, montra au con- 
traire dans les chifFres signales la confirmation des principes. 
Admettant I’assimilatlon des naissances a un tirage au sort, sur 
i4ooo naissances annuelles, tel elait le cbiffre moyen pour la ville 
de Londres, il est tres vraisemblable que I’exces du chifTre des 
garcons sur la valeur moyenne ne snrpassera pas une fois en 
cent ans i 63 ; c’est I’ecart le plus grand que Ton ait observe a 
Londres. 

La probability d’lm ecart inferieur a une llmite X entre le nombre 
des naissances masculines, sur i4ooo enfants nes annuellemenl, et 
le nombre supposy le plus probable, 7200, a pour expression 
tres approchee 








On suppose, bien entendii, que, par une regie de trois, on rainene 
toiijours le nombre des naissances a i4ooo. 

Si Ton fait p.= i 4 ooo, X= i 63 , le produit pq pouvant etre 
remplace par y, on irouve pour probability 

^(1,949) = 0;994; 

il y a done plus de cent a parier centre un, chaque annee, pour 
que le hasard n’amene pas Fanomalie dont Arbuthnot adniirait la 
petitesse et qui s’est produite une fois seulement en cent ans. 


128 . On peut se demander jusqu’ou devrait aller la regularity 
pour qu’il y eul lieu de s’en ytonner. Cherchons, pour preciser la 
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question, quel est I’ecart qa'il y a dix mille a parier centre un de 
franchir nne fois an moins en cent ans. 

Nous avons vu ( 13 ) qiie, si ia probabilite d’un evenement est 

il y a dix mille a parier centre un que, sur 9,2 /z epreuves, 1 ’eve- 
nement se produira au moins une fois. Si I’on a 

9,'2/z=ioo, c’esl-a-dire ^=0,092, 

il y aura dix mille a parier centre un pour que I’evenement dont 
la probabilite e^st se produise nne fois an moins sur cent 

epreuves. La probabilite pour que I’dcart, pendant une annee, 
sur 14000 uais:sances soil plus grand que A est 


A 



Determinons 1 de telle sorte que cette probabilite soit 0,092 et, 
par consequent, 



La Table donne 

X 

• 7 = = x,i9- 
V^l^pq 

On peut remplacer 2p/?g^par 7000; on en deduit 

^ = 99 - 

Si, dans un siecle, i’ecart n’avait pas une seule fois depasse 99; 
si, »ur i4ooo naissances annuelles, le nombre des gargoiis s’etait 
maintemi enlre 7^00 et 7100, une cause regulatrice serail presqiie 
certaine; il y a dix mille a parier centre un, a priori, pour que 
le hasard, Mir cent epreuves tentees dans la meme urne, ne main- 
tiennepas une telle regularite. 

129 . Buffon a signstle une commune de Bourgogne dans laquelle, 
sur 2000 bapt^mes enregistr^s pendant cinq ans, le nombre des 
filles a surpasse de 20 celui des gargons, Il est ne dans cette com- 
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niune, sur 2000 enfants, Sg garcons de moins que le chiffre nor- 
mal. La formule donne 0,92 pour Ja probabilite d’nn ecart^ en 
plus oil en moinSj inlerieiir a Sg; 0,08 est, par consequent, celle 
d’une auomalie an nioins egale a celle qu’a signalee Buffon ; les 
statisticiens la rencoutreraieiiL souvent, s’ils la chei'chaient. 

130. Laplace a trouve, pendant le xvm® siecle, ia proportion 
des garcons aux filles plus petite a Paris que dans I’ensemble du 
pays, II an lieu de If, chiffre normal adople alors, auquel les do- 
ciimenis nouveaiix etplus nombreux onL substilue 

Quelle est, se demande Laplace, la probabilite f)Our (pie cette 
difference soil due d une cause? 

« A Pans, dit-il, les baptemes des enfants des deux sexes 
s’ecartent un pen du rapport de 22 a 21. Depuis 174 ^? epoque a 
laquelle on a commence a clistinguer les sexes sur les registres des 
naissancos, jusqu’a la (in de 1784 ? on a baptise dans cette capitale 
3g3386 garcons et 377355 lilies. Le l•apporl de ces deux noinbres 
esl a pen pres celui de 25 a 24; il parait done (jii’a Paris une 
cause particuliere rapproche de I’egalite les bapL^ines des deux 
sexes. 

» Si I’on applique a cet objeL le Calcul des probabilites, on 
trouve qu’il y a 238 a paiier contre i en faveur de I’exisience de 
cette cause. » 

J^aplace supprime les details. Ni ses calculs ne sont rapportes, 
ni les principes.sur lesquels ils reposent. 

131. FaiU-il croire a un ecart fortuit ou affirmer I’existence 
d’une cause? Les donnees ne sont pas vsulli-aantes. Comment se 
prononcer de la m^rne maniere si les etudes anterieures ontappris 
que le rapport varie tres rarement, ou si Ton constate, partout ou 
les documents sont nombreux, des ecarts comparables a ceux dont 
s’etonne Laplace? La solidite plus ou tnoins grande de la regie 
qui se trouve en defaut doit faire appr^cier differemment les con- 
seijuences. 

11 n’est pas inutile d’insisler. 

Si Ton assimile la distribution des naissances entre les deux 
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sexes a des tirages fails dans une urne, la probabilite pour que le 
hasard prodnise, sans rintervention d’aiicime cause perturbatrice, 
siir 770941 naissances, im ecari relalil’ egal ou sup^rieur k 

fg = 0,001 est 




.0,00112 v/770 941 /l 


= I — 0 ( 1 , 762 ) = o,oi3. 


Si done on dresse des listes pendant un temps suffisant, le ha- 
sard seal, on pent I’affirmer, produira i 3 fois sur 1000 environ, 
dans un sens ou dans I’antre, un ecart egal 011 superieur a celui 
dont s’est preoccupe Laplace. 

Si des causes aiitres que le hasard amenentaussi des anomalies, 
le statislicien, en classant par gronpes de 770000 naissances les 
registres de tons les temps et de tons les pays, trouvera un certain 
nombre de rapports anomaux egaux ou superieurs a celui de Paris. 
Parmi ceux-la, quelqiies-uns seront dns au hasard, i 3 sur 1000 
environ, cela peut 4 tre tenu pour certain, si les chiffres sont suffi- 
sammenl grands. D’autres ecarts seront diis k des causes; nous en 
saurions a peu pr^s le nombre, si la statistique 4 tait faile en 
retranchant du nombre total le nombre probable de ceux que 
le hasard a prodnits. Nous n’avons qu’un seul fait ; est-il du au 
hasard? II serait temeraire, impossible meme, d’en rien dire sans 
accepter sur les probabilites a priori quelque convention arbi- 
traire. 


132 . Le possessenr d’un chronometre a remarqu6 un retard 
de 1®, quand la temperature de la chambre dont le chronometre 
ne sort pas s’eleve de lo*^. 

L’observation a ete renouvelee vingt fois. 

Quelles sont les probabilites pour que la chaleur soil la cause 
du ralentissement et pour que le concours des deux fails soil for- 
tuit? 

Le possesseur d’un chronometre a remarque une avance de i® 
le lendemain de chaque jour ou les artilleurs se sont exerces au 
champ de tir voisin. 

L’observation a 616 renouvelee vingt fois. 

Quelles sont les probabilites pour que I’ebraalement cause par 
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le tir ait change la marche du chronometre et pour qiie le con- 
conrs soil fortuit ? 

Le possesseur d^in chronometre a remarque un ralentissemenl 
de I®, chaque fois que la planete Mars passe au meridien entre 
minnit et du matin. 

L’observation a ete renouvelee vingt fois. 

QuelJes sont les probabililes pour que la planete influe sur le 
clironoraeire et pour que le concoiirs soit fortuit? 

Les problemes sont identiques. Les reponses ne pea\ent cepen- 
dant ^Lre les mdmes : n’est-ce pas line raison pour reconnaitre les 
donnees insuffisantes ? 

133. Les habitants de Saint-Malo s’etaient persuade, il j a iin 
siecle, que, dans leur ville, le nombre des dec^s a Pheure de la 
maree haute etait plus grand qu’a maree basse. 

Admettons le fait. 

Supposons que, sur les c 6 tes de la Manche, on ait remarque 
une plus grande proportion de naufrages par le vent du nord- 
oiiest que par aucun autre. 

Les chiffres recueillis a Tappui des deux remarqnes etant sup- 
poses en m4me nombre et inspirant m^me confiance, on sera loin 
d’en deduire les m^mes consequences. 

Lorsqii’on sera conduit a accepter comme une certitude Tin- 
fluence du vent de nord-ouest sur les naufrages, les gens prudents 
exigeront des prenves nouvelles pour reconnaitre seulement vrai- 
semblable I’influence de la maree sur la derniere heure des Ma- 
louins. 

Les problemes, cette fois encore, sont identiques; I’impossibi- 
lite d’accepter une meme reponse rnontre la necessite de faire 
intervenir la probabilite a priori de la cause qu'on vent apprecier. 

134. Le fermier d’une maison de jeu a installs une roulette nou- 
velle. L’instrumenl, sur loooo coups, a amene la rouge 53oo fois 
et 4700 fois la noire. L’acheteur refuse le pavement et demande une 
indemnity : les joueurs ont remarqu^ les sorties plus frequentes 
de la rouge et en ont profile. Un proces s’engage. On allegue le 
Calcul des probabilites. Jamais, dit le fermier, machine bien con- 
struite n’a donne un tel ecart. 3oo coups sur 10 000 ne peuvent ^tre 

B. 


II 
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TefTet du hasard. La probabilil4 dc la rouge n’est pas ^ comrae elle 
devrait. Pen importc, repond le mecanicien, la stalislique des 
parlies jonees : on ne pent pas garantir les caprices du basard; la 
macliine, constrnil’e par d’exceUents oiivriers, a ete verifiee avec 
soin. Aucune piece n’est imparfaite; on ne montre ni roue mal 
cenlree, ni cases inegales, ni nivellemenl defecLiieux. Le tribunal 
noinme un expert. Quelle decision doit-il conseiller? 

L’ecart observe est un indice. Quelle en est I’importance? L’ap- 
plication (iu principe (115) suppose des donn^es qii’on n’a pas. 

Les probabililes des diverses hypotheses, que nous nommons 
les causes, sont proporlionnelles au produit de leur probabilite 
a priori par la probabilite qu'eHes donnent a revenement. 

L’evdnement est I’arrivee de 53oo fois rouge snr loooo epreuves. 
La cause inconn ue, c’est la valour de la probabilite, donnee par la 
machine, a I’arrivee de la couleur rouge. 

La probabilite a priori designee par jsi dans la forinule (115), 
est completement inconnue; en supposant, commc on Fa fait dans 
des cas analogues, toutes les valeurs egalement probables, on pro- 
poserait une hypothese inacceptable. Si, reellement, la roulette 
favorise la rouge, un tres petit dcart est plus probable qu’un grand, 
un tres grand est impossible. Les grands ecarts sont, en outre, 
d’autant moins probables que le mecanicien a meilleure reputation 
el qu'il a employe de meilleurs ouvriers. 

L’expert doit repondre : 

Les fails connns de la cause ne permetlent pas revaluation des 
probabililes : il manque Tappreciation de la probabilite 

qu’on vent connaiire a posteriori, 

Le calcul serait sans issue. 

11 faut simplifier la question. 

La machine, siiivant i’une des parties, donne a la sortie de la 
rouge une probabilite peu differente de o,53. 

Le resultat de loooo epreuves ne permet pas, suivant Jui, d’en 
douter. 

La machine, suivant I’adversaire, donne, comme elle doit, a 
la sortie de la rouge une probability voisine de o,5oo. Le soin 
apporte a la construction ne permet de croire a aucun defaut 
grave. 

Precisons ies deux dires ; 
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La probabilite de la rouge, dans Tun des sjstemes, seriiit com- 
prise enlre 0,499 ot o, 5 ot ; suivant I’anLre, enlre 0.029 et 0 , 53 1. 

Laissons de c6te le cas Ires possible ou les plaideurs se trompe- 
raient tous deux, et cherchons le rapport des probabilites de leurs 
asscrlions. 

Soient^ la probabilite pour que la roulette donne a 1«'j couleur 
rouge line chance comprise entre 0,629 o, 53 i ; la probabilite 

pour que la chance soil comprise enlre o ,499 o, 5 oi, x y 


n’est pas ^gal a runite. Le rapport—? sans faire coimaitre les deux 


probabilites, apportera un renseignement utile. 

Soient la probabilite a priori pour que la machine, d’apr^s 
ce qii’on savait avant sa mise en oeuvre, en tenant compte de sa 
bonne apparence, de la bonne renomraee du constructeur et de 
Tapparente sincerity de ses declarations, donne a la sortie de la 
couleur rouge une valeur comprise entre 0,499 o, 5 oi ; la 
probabilite, ^valuee toujours avant I’epreuve, pour que, malgre 
les garanties enumer^es, elle donne une probability comprise enlre 
0,529 et o, 53 i . 

et THa sont inconnus. 

Soient et p^ les probabilites que les deux hypotheses sur le 
merite de la roulette donneraient a Tevenement observe, on 
aura (Ho) 


a? _ yyipi 




En noinmant X la probabilite de la sortie de la rouge, la pro- 
bability qu’elle donne a I’evenement observe est pz'oportionnelle a 

X«oo(i_X)4'foo. 

Si I’on suppose 


on troiive 


Xi = o, 5 oo et X 2 =o, 53 o, 


X,i300(i_Xi)i700 

X25300(1~X2;*'«0 


0,0000000 I 5 o 8 . 


Le rapport varie peu quand X* et X2 restent dans les limites as- 
signees. On pent done supposer 

— = 0,0000000x5 : 



i6i 

par consequent, 
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X l5 I XSi 

y ~~ looooooooo 666b6666 Wo 

~ est inconnii. Si le constructeur est tres habile, ce rapport est 

T3'2 

tres grand; il est invraisemblable qu’iine piece detestable sorte 
d’ateliers dignes de confiance ; mais, quelle qiie soil la confiance, 
en divisant le rapport qui Ja mesure par 66666666, il est a craindre 
que le quotient soil petit. 

Si vous crojez qu’un defant tel que celui qii’on soupQonne ne 
pent se produire qu’une (bis sur iin million, il restera 66 a parier 
centre i qu'il s’e&L produit cette fois-la. 

136. Les restrictions proposees peuvent s’appliquer anx con- 
sequences deduites par Mitchell du rapprochement frequent de 
deux ^loiles dans le ciel. Deux hypothesevS sont possibles : 

Pour ^ ire ajjergaes datis la rn^ine direction, deux dloiles n’ont 
rien de commun, leur vraie distance est immense; 

Les deux etoiles, au contraire, sont voisines dans Fespace; e’est 
pour cela qa’(‘lles sont rapprochees dans le ciel. 

En comptant les etoiles de de 2 ® et de 3® grandeur et les 
supposHut inddpendanles les unes des antres, Mitchell a calcule le 
nombre probable des groupes dont la distance est inferieure a ime 
liinite donnee. 

11 ne faudrait pas croire que loutes les distances angtdaires 
soient, a priori, egalement probables : les petiles le sont moins 
que les grandes. Considerons une premiere etoile, pen importe la 
position qu’clle ocenpe. Si une seconde etoile est placee au ha- 
sard, potir (pFelle se troiive a une distance angulaire de la pre- 
miere comprise entre 6 et 9-h<i9, il faut que le hasard la place 
dans une zone comprise entre deux cercles ayant pour pdles la 
premiere diode et pour rayons spherh|nes 9 et 9 + La surface 
de cette zone est d’autant plus grande que 9 s’approche davantage 

de ^ ; elle est proportionnelle au sinus de Tangle 9 dont on chercbe 

la probabilite. La probability pour qu’une etoile se Irouve ^ une 
distance inferieure a y d’une etoile donnee est le rapport de la 
zone a une base terminee par le petit cercle dont y est le rayon 
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spheriqiie a la surface de I’liemisphere siir laqiielle on suppose 
I’etoile placee aii hasard. Ce rapport, egal a i — cosy, pent etre 

represente, si y est petit, par 
Si, par exemple, on prend 


on aura 


y = 7^ = 0,00^9089, 

£ = 0,0000042307 =^^. 


Le nombre des eloiles des trois premieres grandeurs etanl egal 
a 23 o, on pent former - = 26 335 combinaisons deiix a deux. 

La probabilile pour que le hasard procure deux etoiles a distance 
inferieure a 10^ est celle d'obtenir i boule blanche en 2633o ti- 
rages dans uneurne contenanl une seule blanche et 236362 noires. 
Cetle probabilit'e est 


I 


2633S 


o,io34oS. 


L’ing^nieux argument de Mitchell ne peut pas cependant four- 
nil* d’evaluation niimeriqiie. La recherche plus on inoins rigou- 
reii:»ement faite de la probabllite pour que le hasard ait pioduit 
le^ groupes observes n’est pas le seul element de la question. C’est 
Je seul, cependant, que I’on fasse intervenir. Si I’on trouvait, en 
etudiant Je ciel, Irois etoiles de grandeur ajant, a i® prcs^ la 
ni^me ascension droite, la probabilile pour que le hasard produise 
tin tel rapprochement est plus petite assurement que la formation 
fortnite du gronpe des Pleiades. 

En conclura-t-on, avec la ni 6 me vraisemblance, que ce rappro- 
chement doit avoir une cause et que ces Etoiles, dont la declinai- 
son dilF^re de 40*^ ou 5 o^ peut-^tre, sont solidaires et forment un 
systeme? ' * 

Persoune, assurement, n’y songera, et la raison en est que la 
probabilile a designee par uj/ dans nos form ules, est trop 
petite. 

Comment definir, d^ailleurs, la siogiilarite dont on jiige le hasard 
incapable? 
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Les Pleiades semblent plus rapprochees les unes des aiitres qu’il 
nature I, L’assertion est digne d’inter^t ; mais, si I’on veul 
traduire la consequence en chifFres, les elements font defaut. 
Faut-il, pour preciser cette idee vague de rapprochement, cher- 
cher le plus petit cercle qui contienne le groupe? la plus grande 
des distances angulaires? la somme des carres de toules les dis- 
tances? I’aire du polygone spheriqiie dont quelques-unes des 
etoiles sent les sommels et qui contient les autres dans son 
interieur ? Toutes ces grandeurs, dans le groupe des Pleiades, 
sont plus peliles qii’il n’est vraisemblable. Laquelle d’entre elles 
donnera la mesure de rinvraisemblance? Si trois etoiles forment 
un triangle Equilateral, faut-il faire entrer cette circonstance, assu- 
rement peu probable a priori^ an nombre de celles qui rEvElent 
line cause? 

L’intervention du hasard dans la formation de I’univers est 
inacceptable. Une loi regie lout, cela n’est pas douteux. Quelle 
est cette loi? voila la question. II n’est pas admissible qu’on de- 
mande s’il y en a une el que I’on Evalue la probabilite de la 
reponse. 

Si I’elude du ciel suggerait plusienrs lois, on pourrait les meltre 
en balance et non choisir I’une d’elles, celle du groupement par 
attraction mutuelle, pour I’opposer a I’ensemble des aulres, reu- 
nies sous le iiom vague de hasard. 

Lorsque plusieurs etoiles semblent voisines sur la voute celeste, 
leur proximite dans I’espace est la premiere explication qui se pre- 
sente. Ne peiit-on en iinaginer d’autres ? 

Si I’ensemble des eioiles forme un reseau regulier, si le Soleil 
en est un sommet, les lois geometriques de cette immense cristal- 
lisalion peuvent exiger des alignements. La Terre, voisine du 
Soleil, apergoit, pour ce motif, beaucoup d’eloiles dans une mEme 
direction. L’hjpothese, dira-t-on, ne merite pas examen. Raison 
de plus, si on la condamne par I’appreciation des prohabilites a 
priori^ pour ne nEgliger dans aucua cas le rdle indispensable 
qu’ elles doivent jouer. 

136. On a attacbE beaucoup d’importance a la recherche de la 
probabilite des evenements futurs, dEduite des evenements ob- 
servEs conime corollaire de la probabilite des causes. 
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Le probl^me pent s’enoncer ainsi : 

Plusieurs causes peuvent produire un meme evenement dont La 
probabilite depend a la /bis de la probabilrte pour qiie chaque 
cause agisse et de la probabilite que, dans ce cas, elle donne a 
I’evenement. 

Si les probabilites des causes sont tsji, rig, rsn, et celles 
qu’elles donnent a I’eveneinent /? 2 , la probabilite, a 
priori^ pour que J’dvenement se produise, est 

TjJi ^2 “H. . . 

On fait un certain nombre d'epreuves, dans des conditions 
telles que la m^me cause, on ignore laquelle, a agi dans toutes. Si 
les causes sont des urnes de compositions differentes, que le hasard 
peut designer pour qu’on y fasse le tirage, une m6me urne a servi 
a tous les tirages. La connaissance des resultats obtenus change 
les probabilites, qui ne sont plus, pour les difF^rentes causes, 
ut 2 , . . . , uj/j. On demande la probabilite pour qu’une nouvelle 
epreuve, faite dans les memes conditions que les pr^cedentes, 
procure Parrivee d’un evenement designe. 

Une urne, par exemple, contient des boules noires et des boules 
blanches en proportion inconnue. Toutes les suppositions sont 
egalement possibles. 

On a fait p. tirages*, il est sorli m boules blanches el n noires. 
Quelle est la probabilite pour que le (p. H- 1 ^®“® tirage amene une 
boule blanche? 

Soit a? la probabilite donnee par la composition de 1’ urne ^ la 
sortie d’une boule blanche. Toutes les vale urs dex sont, a priori, 
egalement probables. 

La probability qu’une valeur x donne a Pyvenement observe est 


^7/1(1 — x )”’. 


La probabilite pour que x soil compris entre :27 et ^ -4- dx peut 
done etre reprysentee par 


G ytant independant de x. La probabilite pour que x soit compris 
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eiitre o et i est la certitude. On doit done avoir 


done 



I — xy^do! = 


r(/?i H- -f- 2; ^ 


V(m H- -H 2 ) 

i)r(/i -4-1/ 


et la probabilite pour que le rapport du nombre des boules blan- 
ches au nombre total des boules soit compris entre ^ et ^ -i- rfa? 
est 


r(m -h 71 H- 2) 

T {j 7 z -f- 1 ) r ( /I -f- 1 ) 


I — xy^dx^ 


e’est-a-dire 


1 . 2 . H . . . 7n 4 - 71 -f- I 

1 . 2 . 3 . . .m, 1.2.3. . .n 


— xy^dx. 


La probability pour qu’une nouvelie epreuve amene line boule 
blanche est la somme des prod pits des diverses valeurs de la pro- 
bability a? par la probability pour que chacune soit la vyritable, 
c’esl-a-dire 

r(m-+-raH-a) ^ T(m-i-n-h^)T(m-+- 2 )T(n-hi) ^ 

r(/n-4- i)r(/i4- i) ^ i)r{n-h i)r{ni-i-‘n-^3 )* 


on a 

I ( 772- 4— 7i 4“ 3 } 772 — i— 72 4- 2 

r( 772 4- 2) 
r(m-+- i; ~ 

et la probability demandye est 

772 4 - I 

m 4- 72 4- 2* 


137. Les applications faites de cette formule ont ete presqiie 
toules sans fondenient. 

On a osy chercher la probabilite pour que le Soleil se leve 
deraain. 

Pour chercher Ja probabiliie d’un evynement, il faut accepter 
son contraire comme , possible. One urne est done siipposye qui 
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conlient des bonles blanches et des bonles noires. La probabilite 
d’en Lirer i boulc blanche represenie celle de voir le Soleil se 
lever. Jamais il n’a manque : cela dure depuis six niille ans. L’urne, 
consultee 2 191 5 oo fois, a donne 2 191 5 oo bonles blanches. 

La formule donne pour la probabilite d’un nouveau tirage sem- 
blable aux precedents 


2 191 001 
2191 5 o 2 


0,999999543. 


Est-il besoin d’insister sur I’insignifiance d’un tel calcul? 

Kepresentons-nous le premier homme an premier coucher du 
Soleil. 11 devrait, pendant sa premiere nuit, s’il raisonne comme 
Condorcet, asssigner la valeur | a la probabilite de le revoir. S’iL 
comprend la question et s’il se la pose, les chances pour luiseront 
beaucoup moindres. Le Soleil a disparu 5 s'il est oteint, qui le ral- 
lumera? S'il est tombe dans la rner, comment en sortirai t-il ? 

Sans avoir ce[)endanl la science parfaite qiie lui supposent les 
theologiens, le premier homme se persuadera sans donte, apr^s 
cent apparitions, que le Soleil tourne autour de la Terre; rien 
alors ne doit lui faire craindre tin arr^t brusque, I’absence du 
Soleil au cent et unieme jour ne I’etonneralt pas moins que celle 
des objcls eclaires chaque matin par ses premier.'^ rayons ; faudra- 
t-il, en invoquant la formule, supposer qu’apr^s cent jours, la pro- 
babilite de les revoir est L’absurdile serait preciseinent la 

jn^me. 

Le lever du Soleil, apr^s une annee, sera pour le premier homme 
une cerlimde. 

Si le temps doit la confirmer et I’accroitre, c’est par la d^cou- 
verie des lois astronomiques et non par le succ^s renouvele d’un 
mdme jeu de hazard. 
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CHAPITRE Vni. 

LOr DES ERREURS D’OBSERVATION. 


In der Astronomic ist die Praxis eine Aufgabe der 
Wahrscheinlichkeits-Rechnung, die Theorie erne Auf- 
gabe der hoheren i^Iechanik 

Bbssel. 


138. Postulatum de Gauss. — 139. Autre hypoth^se faite implicitement. — 
140. Gas dans lequel le postulatum est ngoureusement exact. — 141. Con- 
sequence des suppositions acceptees. — 142. Comparaison du r^sultat avec 
une formule connue; accord apparent, mais non r6el. ■— 143. Autres con- 
tradictions resultant de la lot admise. — 144. Consequence d’un autre mode 
de cornbinaison des mesures. — 145. L^observation confirme la regie de Gauss, 
les erreura constantes etant ecartees. — 14C. Methode de verification. — 
147. Resultats de Bradley discutes par Bessel. — 148. Determination du para- 
metre A; diverses formules. — 149. Verifications possibles. — 150. Valeur pro- 
bable du carre de Terreur coramise en adoptanl la premiere formule. — 
151. Valeur probable pour la seconde. — 152. Comparaison des deux resultats. 

— 153. Les formules peuvent etre remplacees par d’autres qui sont preferables. 

— 154. Autre modification accroissant la con fiance meritee par la formule. — 
155. Autres metliodes pour calculer k. — 156. Groupement des observations 
deux par deux; valeur probable de la plus grande erreur. — 157. Autre de- 
monstration du resultat. — 158. Valeur probable du carre de la plus grande 
des erreurs considerees deux a deux. — 159. Groupement des erreurs trois par 
trois. — Distinction ndeessaire entre Terreur veritable et I’erreur presumde. — 
160. Cas plus gdndral. — 161. Discussion de la demonstration preeddente. — 

162. Expression qui caraetdrise la precision d'un systeme de mesures — 

163. Ce qu’ott entend par poids et par precision, — 164 Si la loi de probabilite 
etait autre, ces deux mots n’auraient plus de sens precis. — 165. Est-il permis 
d’ecarter les mesures i*endues suspectes par leur dilference avec la rnoyenne? 

— 166. Valeur probable de la plus petite des erreurs commises — 167. Com- 
binaison d’observations qui n’lnspirent pas egale confiance. — 168. Partage 
d’une grandeur en plusieurs parties mesurees separement. — 169. Evaluation 
donnee par Fourier en figypte, — 170. Discussion relative k la determination 
de la constante k deduite d’un systeme d’observations. 

138- La loi rigoureuse de probabilite des erreurs d’observation 
varie sans doute avec la grandeur niesuree, conime avec le choix 
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de I’instrument et I’habilete de I’observateur; elle est inaccessible 
aux geometres. 

Euler, Bernoulli, Lagrange et Laplace ont fait des hypotheses 
demenlies par les fails et mal justifiees par des preuves sans vrai- 
semblance. 

Gauss, plus heureux, a deduit d’un raisonnement fort simple 
une loi que la demonstration laisserait dou tense, mais que les con- 
sequences justifient. 

Lorsque plusieurs mesnres d’une grandeur inspirenl une con- 
fiance egale, la valeur la plus probable est la moyenne de cel les 
qu’on a obtenues. 

Tel est le postulatum de Gauss. Tous les observateurs, avant 
qu’il flit pris pour base de la theorie, y avaient adhere en en fai- 
sant usage. 

S’il SLiffisait d’admettre une regie aussi plausible, la theorie 
serait parfaite. 

A la condition enoncee, il faut, malheureusement, en ajouter 
plusieurs autres qu’on ne dit pas. Nous devons signaler d’abord 
une difference essentielle entre la valeur la plus probable d’une 
grandeur et la meilleure valeur a adopter. 

La valeur la plus probable est celle dont la probabilite est la 
plus grande. Pen importent les autres. Elies doivent toiites, ce- 
pendant, diriger le choix a faire. S’il est utile d’accroitre la pro- 
babilite des petites erreurs, il est desirable aussi de diminuer 
celle des grandes. S’attacher seulement a choisir la valeur la plus 
probable, c’est imiter le joueur qui, pouvant esperer un grand 
nombre de gains differents et craindre un grand nombre de 
pertes, prendrait ses decisions de maiiiere a accroitre la chance 
de gagner le plus gros lot, sans aucuneinent se soucier des 
autres. 

En disant : « En presence de plusieurs mesures d’une m^me 
grandeur, le parti le meilleiir est d’adopter la moyenne », et : 
« La moyenne entre plusieurs mesures est la valeur la plus pro- 
bable )>, on enonce deux propositions differentes. On a eu tort de 
les confondre. 

Supposons, pour doniier un exemple, que Ton cherche I’ori- 
gine probable d’une plante d’espece connue cueillie en France. 

Dans la liste des loo localites ou Pespece se rencontre, ou en 
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trotive trois dans la m^ntie commune dii Cantal et les aiitres dans 
97 communes differentes du Finist^re. 

La commune la plus probable est en Auvergne ; I’origine pro- 
bable de la plante, la Bretagne. 

139. Apres avoir propose le poslnlatnm qui a ete admis sans 
difficulte, Gauss represente par cp(A)c/Ala probabilite pour que 
I’erreur d’lme mesure soil comprise entre A et A-j-ofA: la func- 
tion «p(A) est I’inconnue qu’il veut determiner. 

Ici encore s’eleve nne objection. La probability d’une erreur A 
est-elle line function de A? 

Ne depend-elle pas de la grandeur mesuree? Si I’on fait une 
pesee, si I’on mesure un angle, lorsque le poids est nn nombre 
exact de milligrammes, lorsque Tangle contient un nombre exact 
de secondes, n’a-t-on pas plus de chances d’evaluer juste que s’il 
faut ajouter une fraction? Si celte fraction, que Tinstrument ne 
donne pas, est exaciement %ale h n’a-t-on pas, en Tevaluant, 
moins de chances d’errenr que si elle est 0,27 ? 

En disant, sans explication : Soitcp(A)rfA la probability d’une 
erreur A, on s’ecarte, des les premiers mots, de la rigiieur pro- 
mise en quclque sorte par la forme geomytrique de la demonstra- 
tion. 

140. II esl nn cas ou, le postulatum etant rigoureusement dy- 
montrable, la c<incIusion cependant n’est qu’approchee. G’est une 
preuve decisive contre Texactitude de la thyorie. 

Stipposons que la grandeur a mesurer soit le rapport du nombre 
des boLiles blanches au nombre total des boules, dans une urne de 
composition inconnue. 

On tire un certain nombre de boules; nous le designerons 
par [jL. 

Sur ces }JL boules, m sont blanches. 

La fraction ~ pent ytre considyree comme une mesure du rap- 
port cherche. L’instrument qui Ta donnye estd’autant plus precis 
que le nombre des tirages est plus grand. L’operation recommen- 
cee 71 fois donne les mesnres successives 


* mi mi mi 
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La valeui* la plus probable du rapport cberclie deduite des 


Urages est 


/y22-h. .^4-77^/^ _ 
n jjL ’ 


elle est, on le volt, la moyenne entre les valeurs successivenient 
obtenues par n mesiires qui meritent meiue con fiance. Si la de- 
monstration que nous allons donner etait irreprocliable, la con- 
clusion devrait, dans ce cas, s'appliqiier en touLe rigueur. 


141. Solent jJo? • • • ? valeurs d’une meme grandeur 

donnees par n mesures successives, faites dans les monies condi- 
tions et dignes de la m^une confiance. 

La valeiir la plus probable de la grandeur inconnue est, on le 
suppose, la moyenne 

-f- -4- . . . -!- iXfii 

A = ' - - , ■ . - — » 

Jl 


Si z est la valeur veritable, les erreurs successivement commises 
ont ete z — Xk^ z — z — Xn* La probabilite, avant 

I’epreuve, de ce concours de mesures, c’est-a-dire celle de I’eve- 
nement observe, est proportionnelle au produit 

( 1 ) o(s — a7i)9(^ — — 


La probabilite pour que la valeur exacte soil z est proportion- 
nelle a (i); la valeur la plus probable est celle qui rend ce produit 
maximum : elle doit done rendre nulle sa derivee et, par conse- 
quent, aussi celle de son logarithme, et I’on doit avoir 

^ ^ t^{Z — Xx) <p(-5— 072) *’* 9(^ — 07„) 


Cette equation, d’apres le postulatum, doit etre satisfaite par la 
valeur 

071 072 H- . . • -h 

z = 

n 


Si Pon pose 
(3) 


®(“) 


F(«), 


r4(|uation ( 2 ) peul s’dnoncer de la mani^re suivaale ; 
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La somme des valeurs de la fooction F{ii) doit etre nolle 
lorsque celle des valeurs de la variable est elle-m^me egale a 
zero. 

Si I’on considere deux valeurs iii et Wo de la variable, on doit 
avoir 

F(mi) ~[-F(— Ml) = o; 
la fonclion est impaire. 

Si Ton en considere Irois, et — — U2, ont doit avoir 

F(Mi)-i-F(M2) = W 2 ). 

On deduit de ceLte equation bien connue la forme de la fonc- 
tion F; elle est pioportionnelle a la variable. 

L’equation ( 3 ) donne 

«(M) 

On en deduit, en integrant, 

/Cp(l4) = -f- C' 

et, en remarquant que <f{u) doit s’annuler quand u est infini, 

<P(m) = Ge— 

G et ^ etant des constantes. 

On pent determiner le facteur G. 

La probabilite d’une erreur comprise entre z el z dz etant 
celle d’nne erreur comprise entre — 00 et -h oc est 


/ e-^^^^dz; 

00 


elle represenle la certitude. Ilfaut Tegaler a Tunite. On en deduit, 
en se rappelanl Tequation bien connue 


f 


e-^-s*dz = i v/tc, 

AT 
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et la loi de probabilile des erreurs est represenlee par 

(4) 

/it 

une seule constante servant a distinguer el a caracLeriser les cas. 

d42. La verification dont noiisavons parJe (140) semble confir- 
mer le res 11 1 tat. 

Si, sur lirages fails dans line urne, on a renconlre/n boiiles 
blanches, la probabilile pour que la composition de I’urne donne 

m 

— ■+• z 
P- 

pour rapport du nombre des boules blanches au nombre total des 
boules est (121) 

(5) j f ft 

\/ 27 :m( (i. — m) 

Le theoreme semble confirm^; il est mis en defaut : la for- 
mnle (5) est seulement approchee, elle devralt 4tre rigoureuse- 
nient exacte. 

143. La regie des mojennes, il imporle d’insister sur ce point, 
n’est ni demontree ni exacte. S’il etait admis que la moyenne entre 
plusieurs mesures Mt toujours la valeur la plus probable, il en 
resulterait des contradictions. Quand on mesure une grandeur, 
on mesure, par cela m4me, toutes les functions de cette grandeur, 
son carr6 par exemple, ou le logarilhme du nombre qui la repre- 
sente. Pourquoi la valeur la pins probable du carre ne serait-elle 
pas la mojenne des valeurs obtenues pour le carre, et la valeur 
probable du logarilhme, la mojenne des logarithmes? 

La valeur la plus probable d’une grandeur dont les mesures 
successives sont^^, 4272 , - serait alors repr^sentee par Tune 

oil i’autre des formules 



(6) 
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le carre de la premiere est, en effet, la mojeiine des carr^s, et le 
logarithme de la seconde, la moyeime des Jogarithmes. 

II ne faiit pas, pour ecarter I’objectioa, faire une distinction 
entre Jes grandeni's dlrectement mesurees et celles qui resullent 
d’un calcuK Un mecanicien pourrait, bien aisement, annexer a 
une balance une aiguille marquant le carre ou le logai'ithme dn 
poids. Ce carre ou ce logarithme deviendrait alors la grandeur 
mesuree. Le postulatum admis dans un cas devient done impos- 
sible dans les aulres. 

La seconde supposition indispensable a la demonstration, la 
possibilite d’exprimer la probabilite d’une erreur en fonction de 
cette erreur seulement, implique egalement contradiction. Une 
grandeur etant egale a X, on lui trouve, en la mesurant, la va- 
Jeur ; F erreur est X — L’erreur sur le carre est 
Si I’on pose 

X — a?i = -s, 

on aura 

X® — ayf = 23?! 5 -h js2 5 

la probabilite d’une erreur 5 ^tant <p (;:?), celle de FeiTeur 20?^^ 

sur le carre sera aussi ©(-s). Elle n’est pas une fonction de I’erreur 

commise. 

1 - 44 . L’importance du resultat justifie I’etude et la discussion 
niinutieuses des details. Nous resoudrons encore le probleme sui- 
vant ; 

Si Gauss avait adopte, au lieu de la moyenne, un autre mode 
de combinaison des mesures, quelle loi des erreurs en aurait-il 
deduite? 

En supposant que 

represente la valeur la plus probable d’nne grandeur dont les 
valeurs successivement obtenues sont .27,2, quelle est la 

loi cori'espondante pour la probability des erreurs? 

En genei'al, nous allons le demontrer, il n’existe pas de loi, 
exprimant la probabilite d’une erreur A en fonction de A, qui 
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puisse justifier Tadoption de la fonction Le probleme ne peuL 
etre resolu qae pour certaines formes tres particnlieres. 

En d^signant par ^ la valeur de la grandeur mesur^e et par 
i(A) la fonction de A a laquelle est proportionnelle la probabilite 
d’une erreur A, la valeur la plus probable z doit rendre maximum 
le produit 

6 (-3 — — X'i). . — SCn)- 


La derivee par rapport a ^ de ce produit doit etre nulle et, si 
Ton pose 

4/ {Ll) 


on doit a\ oir 




F(u), 


( 8 ) F ( 3 — Xi ) - 1 - F (.s — X2 ) -H . . . -f- F — ^/i) = 0, 

z etant lie a Xi , Xn par la relation 

Pour que [’equation (8) puisse ^tre satisfaite par ime fonction F, 
il faut que les yaleurs z — z — ^2, . . ., z — Xn Ae la variable, 
auxqiielles correspondent les valeurs de la fonction dont la somnie 
doit ^tre nulle, ne soient pas independantes les unes des autres. 

Les n functions de n variables 


* Xi, O Xzj 


?■ 


doivent ^tre liees par une relation. II faut et il suffit, pour cela, que 
leur determinant fonctionnel soil mil. 


On doit avoir 




do 

do do 

d(f 


dxi 

dxi dxi 

dxi 


do 

do 

do 


dx% 

dxi 

dXi 


do 

d^ 

d^ 



dXn 

dXn 

qui donije IVqualion lin^aire 



, d^ do d^ 

dxi dx% * ' * dxn 



' = 1 , 


= o, 


12 
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dont I’integrale est 
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f . 31^1 -f- . . . H" -r, , N 

C 9 ) ^ “T" F r 372 •) ~~~ » ■ • * 5 )* 

Telle est la seule forme possible de la foncdon o, poor laquelJe 
la recherche, telle qu’on I’a faite, puisse donner une loi de proba- 
bilite. 

La foime obtenue pour <p pent se definir simplement. La fonc- 
tion o est telle qu’en donnant ^ toutes les mesiires prises im 
m^me accroissement a, elle augmente elle-m^me de a. Cette con- 
dition est necessaire et suffisante pour que la fonction ail la 
forme (g). 

Si Ton prenait 

i (p(37i, 372, 37,i)= /37f-H37|-l-.. .-+- 37 J, 

( 10 ) „ 

f cp(37i, 372, ^n) = V^l, 572, 57,,, 

la condition ne serait pas remplie. 

Aiicime lol de probability des erreurs, en fonction de l^erreur 
commise, nepeut done juslifier I’adoption des formules (lo). 

145. Malgrd les objections prdeedentes, la formule de jGauss 
doit etre adoptde. L’observation la confirme : celadoit siifllre dans 
les applications. Les consequences minu tieusemen tdtii dices se sont 
toujours trouvdes d’accord avec les faits. II est bien entendu que 
les erreurs constantes sont en dehors des formules; chaque obser- 
vateur doit etudier son instrument et sa melhode pour les ecarter. 
La moyenne, evideminent, ne peut donner que la mesure entachee 
de I’erreur sj'slematique inherente a I’instruinent. Si I’on pese 
avec de faux poids, si les fils de la lunette sont mal places, les 
inoyennes ne poiirront pas faire les corrections; e’esta la grandeur 
mesuree accrue de I’erreur conslante que se rapportent alors les 
formules. 

146. Disons d’abord comment la verification de la formule a 
ety faite. 

Bessel, le premier, a fait la comparaison des erreuBs commises 
dans de nombreuses observations avec les consequences de la for- 
mule de Gauss. 
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Le theor^me de Bernoulli permet d’affirmer qiie, dans line serie 
SLiffisaniment nombreuse, si Ton parlage les erreurs en groiipes 
bien definis, chaque groiipe se presenlera im nombre rle fois a pen 
pres proportionnel a sa probabilite. 

Bessel a etudie qiiatre cents observations de Bradley portant 
sur les coordonnees, parfaitement connues aujourd’hui, d’nne 
meme efoiie. Les erreurs ont ete classees par ordre de grandeur; 
on a coinpte le nombre de celles qui sont inferieures a o^',4 en 
valeiir absolue, le nombre de celles qui sont comprises entre o^',4 
et o",8, etc. 

On a compare ces difFerenls nornbres avec le Tableau des 
nombres probables de chaque groupe d’erreurs, d’apres la loi de 
probabilite admise 



Le calcul exige la connaissance de la constante k. Les methodes 
pour la calculer sont nonibreuses; leur accord numeriqiie est une 
des meilleures verifications de la theorie. 

Nous reviendrons sur cette importanle question. Bornons-nous 
a faire remarquer en ce moment que chacun des calculs qui vont 
donner, en fonclion de k suppose connu, le nombre probable des 
erreurs d\m certain groupe, suffit, par la condition d’egaler le 
resullat du calcul a celui de I’experience, pour fournir une valeur 
de k. Si I’on n’avait qu’un groupe, la determination de la constante 
par la condition de satisfaire a I’egalite qu’on vent verifier forme- 
rait un cercle vicieux. Mais les egaliles sont nombreuses. Cliacune 
d’elles determinera une valeur de on adoptera la moyenne et 
les verifications ulterieures auront toute leur valeur. 

Nous aurons d’ailleurs revenir sur ce probleme tres important 
de la determination de k. 

La probabilite d’une erreur comprise entre s el z-\-dz ctant 



celle d’une erreur plus petite que a, en valeur absolue, sera 
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Cette formule donnera la probabilite pour qu’une erreur soit 
comprise entre o et a, entre o et 2ot, o el 3 K) etc. Ca difference de 
deux termes consecutifs sera la probabilite pour qu’elle soit com- 
prise entre deux multiples. 

147 . Le Tableau suivant a ete forme par M. Nikolaus Wuich, 
professeur a I’ficole d’Artillerie de Vienne. 

Les erreurs sont evaluees dans la premiere colonne par leur rap- 
port a V erreur probable, c’est-a-dire i celle qu’il y a probabilite | 
de surpasser ou de ne pas surpasser. La moitie des erreurs sur un 
grand nonibre de mesures doivent etre par definition, pour ainsi 
dire, plus grandes, I’autre moitie plus petiles qiie I’erreur pro- 
bable. On voit en effet dans le Tableau, en regard de i, le nombre 
3 ooo indiquant que la moitie des erreurs sont inferieures 4 i. On 
lit en regard de 2, 8227; sur 10000 erreurs, par consequent, il y 
en a 8227 plus petiles que le double de I’erreur probable; 9070, 
d’apres le Tableau, sont plus petiles que le triple, 9980 que le 
quadruple et 9998 que le quintuple. 

Sur 10000 observations, nombre probable des erreurs plus 
petiles que mh, h dtant I’erreur probable : 


m . 

Nombre 
bur 10000. 

m. 

Nombre 
sur 10000. 

m . 

Nombre 
sur 10000. 

m . 

Nombre 
sur 10000. 

0,00.. 

0000 

0,15. 

. 806 

0,30.. 

1604 

0,45 

.. 2385 

0,01... 

H 

0,16. 

. 859 

0,31... 

i656 

0,46. 

. . 2436 

0,02... 

108 

0,17. 

913 

0,32... 

^709 

0,47. 

. . 2488 

0,03... 

161 

0,18. 

. 966 

0,33... 

1761 

0,48. 

. . 2539 

0,0f... 

2 15 

0,19. 

, 1020 

0,34... 

1814 

0,49. 

. . 2090 

0,0o,.. 

269 

0,20. 

. 1073 

0,35... 

1866 

0,50. 

. . 264 i 

0,0G... 

323 

0,21. 

j 126 

0,36... 

*919 

0,51. 

.. 2691 

0,0“.. . 

377 

0,22.. 

1180 

0,37... 

i97i 

0,52. 

. . 274a 

0,08... 

43o 

0,23.. 

. 1233 

0,38... 

2023 

0,53. 

. * 3793 

0,09... 

484 

0,24., 

, 1286 

0,39... 

2075 

0,54. 

. . 2843 

0,10... 

538 

0,25.. 

. 1339 

0,40... 

2127 

0,55. 

. . 2893 

0,11... 

591 

0,26.. 

. 1892 

0,41... 

2179 

0,56. 

‘ . 3944 

0,12... 

645 

0,27., 

. 1445 

0,42... 

•2280 

0,57. 

• . 3994 

0,13... 

699 

0,28.. 

. 1498 

0,43... 

2282 

0,58. 

. . 3o44 

0,U... 

752 

0,29.. 

i55i 

0,44... 

2334 

0,59. 

. . SogS 
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Nombre Nombre Nornbre Nombre 

m , sur 10000. m , sur 10000. m . sur 10000. m , sur 10 000. 


0,60... 

3i43 

0,61... 

3192 

0,62... 

3242 

0,63... 

3291 

0,64... 

3340 

0,6o... 

3389 

0,66... 

3438 

0,67... 

3487 

0,68... 

3535 

0,69... 

3584 

0,70... 

3632 

0,71... 

3G8o 

0,72... 

3728 

0,73... 

3775 

0,74... 

3823 

0,75... 

3870 

0,76... 

3918 

0,77... 

3965 

0,78... 

4012 

0,79... 

4059 

0,80... 

4io5 

0,81... 

4 1 52 

0,82... 

4198 

0,88... 

4244 

0,84... 

4290 

0,85... 

4336 

0,86... 

438i 

0,87... 

44‘27 

0,88... 

447^^ 

0,89... 

4517 

0,90... 

4362 

0,91... 

4606 

0,92... 

465i 

0,93... 

4695 

0,94... 

47^9 

0,95... 

4/83 


0,96... 

4827 

0,97... 

4871 

0,98... 

49>4 

0,99... 

4937 

1,00... 

5ooo 

1,02... 

5o85 

1,04... 

5170 

1,06... 

5254 

1,08... 

5337 

1,10... 

5419 

1,12... 

55oo 

1,14... 

558i 

1,16... 

566o 

1,18... 

5739 

1,20... 

5817 

1,22... 

5894 

1,24... 

5971 

1,26... 

6046 

1,28... 

6121 

1,30... 

6194 

1,32... 

6267 

1,34... 

6339 

1,36... 

6410 

1,38... 

6480 

1,40... 

655o 

1,42... 

6618 

1,44... 

6686 

1,46... 

6753 

1,48... 

6818 

1,50... 

6883 

1,52... 

69(7 

1,54... 

7011 

1,56... 

7073 

1,58... 

7134 

1,60... 

7195 


1,62... 

7255 

1,64... 

73i3 

1,66... 

7371 

1,68... 

7428 

1,70... 

7485 

1,72... 

7540 

1,74... 

7394 

1,76... 

7648 

1,78... 

7701 

1,80... 

7753 

1,82... 

0 

00 

1,84... 

7854 

1,86... 

7904 

1,88... 

7932 

1,90... 

8000 

1,92... 

8047 

1,94... 

8093 

1,96... 

8r38 

1,98... 

8i83 

2,00 .. 

8227 

2,05... 

8332 

2,10... 

8433 

2,15... 

853o 

2,20... 

8622 

2,25... 

8709 

2,30... 

8792 

2,35... 

8870 

2,40... 

8945 

2,45... 

9016 

2,50... 

9082 

2,55... 

9146 

2,60... 

9205 

2,65... 

9261 

2,70... 

9314 

2,75... 

9364 


'2,80... 

9411 

2,85... 

9434 

2,90... 

9495 

2,95... 

9534 

3,00... 

9570 

3,05... 

9603 

3,10... 

g635 

3,15... 

9664 

3,20... 

9691 

3,25... 

9716 

3,30... 

9740 

3,35... 

9762 

3,40... 

9782 

3,45... 

9800 

3,50... 

9818 

3,55... 

9834 

3,60... 

9848 

3,65... 

9862 

3,70... 

9870 

3,75... 

9886 

3,80... 

9896 

3,85... 

9906 

3,90... 

9915 

3,95... 

99^8 

4,00... 

9980 

4,10... 

9943 

4,20... 

9934 

4,30... 

9988 

4,40... 

9970 

4,50... 

9976 

4,60... 

9981 

4,70... 

9985 

4,80... 

9988 

4,90... 

9991 

5,00... 

9993 
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La valeur de k esL inversement proporlionnelle a I’erreur pro- 
bable. Si Ton a pose, en effet, 

X 


It, ^ 


on trouvern 

A-X = 0,47693 

et, par consequent, X designant Terreiir probable, la valeur cor- 
respondante de k esl 

0,47693 

A- 


148 . Bessel a Lrouve par la discussion des 470 observations de 
Bradley, en reduisant les nombres par une proportion a I’hypo- 
these de 100 observations seulement, les nombres suivants pour 
les erreurs variant cle o",4 * 


Declinaison d'une etoile. 


k = o", 43539. 


Erreurs. 

Nombre 
des erreurs. 

Nombre calcule, 

n 

0,0 

n 

a 0,4 

22,0 

>9.5 

0,4 

0,8 

i9i3 

18,3 

0,8 

1,2 

18,3 

16,2 

I , 2 

1,6 

9,3 

i3,6 

1,6 

2,0 

9,0 

10,6 

2,0 

2,4 

7 , 7 

7,9 


2,8 

3.3 

5,5 

2,8 

3,2 

5,0 

3,6 

3,2 

3,6 


2,2 

3,6 

4,0 

1,3 

1,3 

4,0 

... 

2,0 

1,4 


L’etude des observations d’ascension droite de la menie Etoile a 



CHAP. VIII. — LOI DBS EURELRS D OBSERVATION. 


donne : 


t8S 


k = o",a283. 


Erreurs. 

Nombre 
des erreurs. 

Nombre calculi. 

u 

0,0 

If 

a 0, r 

38,0 

33,5 

0,T 

0,2 

28,0 

28,0 

0,2 

0,3 

17,7 


0,3 

0,4 

8,0 

10,9 

0,4 

0,5 

4,7 

5,1 

0,5 

0,6 

2,0 

2,0 

0 ,G 

0,7 

1,0 

0,7 

0,7 

0,8 

0,3 

0,0 


Gent determinations de I’ascension droite de Tetoile polaire 
faites a I’observatoire de Konigsberg, de i8i3 a i8i5, ont donne : 


A- = 1 % 3093. 


Erreurs. 

Nombre 
des erreurs.- 

Nombre calcule, 

n 

0,0 a 

// 

0,4 

25 

^ 4,9 

0,4 

0,8 

22 

21,9 

0,8 

1,2 

19 

18,2 


1,6 

1 1 

i 3 ,7 

1,6 

2,0 

9 

9,5 

2,0 

^,4 

8 

6,0 

2,4 

2,8 

2 

3,4 

2,8 

3,2 

3 

1,8 

3 ,2 

3,6 

I 

0,9 

3.6 

. . . 

0 

0,6 


149. Nous devons dire maintenant comment on determine le 
parametre k. 

Deux cas peuvent se presenter : si les mesures ont porte stir 
une grandeur exactement mesuree avant ou apr^s les observations 
qiron discute, louLes les erreurs sont connues avec certitude. Si, 
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au contraire, les mesures ont et^ prises snr line grandeur quin’est 
connue qne par elles, les erreurs sont inccrlaines comme la gran- 
deur elle-m^me; el, en Jonnant ce noin i'erreur a la difference 
enlre cbaque valeiir* observee et la inojenne, on ne pent avoir 
qu’une evaluation vraisemblable etapprochee. 

Nous traiterons d’abord le premier cas, auqnel sc ramene le 
second. 

La delermination approchee de k pent se faire d’un grand 
nombre de manieres. II suffit, en effet, de calculer la valeur pro- 
bable d’une fonction qnelconque de I’erreur commise dans line 
observation. La moyenne des valeurs de cette fonction, dans une 
serie suffisammentnombreuse, en verlu du tbeoreme de Bernoulli, 
differera peu de la valeur probable. En les egalant, on obtiendra 
la valeur de A*. 

On peut ainsi ddduire la valeur approchee de k de la valeur pro- 
bable de I’erreur prise en valeur absolue, du carre de Terreur, du 
cube et, en general, d’une puissance qnelconque de I’erreur. 

La probabilite d’une erreur z etant 


la valeur probable de consid^r^ comme essentiellement positif, 
est 


v/^ 





i 


k\/'TZ 


La valeur probable de z^ est 




X 




I 



celles de z^ et de 


3^ r 6-!^=' s<>dz 

\Ar*/o 


r 


a 

4 A* 


En admeltant que, sur un grand nombre d’epreuves, la moyenne 
des valeurs d’une grandeur diffdre pen de la valeur probable, en 



CHAP. VIII. — LOI DES ERREURS d’oBSERVATION. 


i85 


nommant les erreurs siiccessivement commises dans 

n observa lions, on pourra ecrire 


6 1 -4- B 2 “T” . . . -f- Bn S 1 1 

rt T ~ 

^ 

n 71 ~~ 

n 71 /c'Y^" 

e\ -f- g|-h. ,.-h Bfi _ ^ ^ 

w a \k‘* 


150. Chacune de ces equations doune une valeur de k\ elles 
doivent s’accorder et s’accordent, en efFet, dans les aj)pHcaLions, 
d’une maniere tres satisfaisante. On en d^duit ces relations remar- 
qiiables. S^, S 2 , S 3 , S 4 d^signant la somme des erreurs, prises en 
valeur absolue, la somme des carrcs, la somme des cubes, la 
somme des' qualri^mes puissances, on doit avoir approximative- 
ment 



7 % 3tc2 

W)"~' 


Ces formiiles singulieres, dont le premier membre est foumi 
par le hasard, meritent taut de confiance qu’un calculaleur a qui 
des observations sont remises et qui trouve ces egalites en d^faiit 
pent tenir pour certain qu’on a retouche et altere les resullats 
immediats de I’experience. 

151. H imporle d’evaluer la confiance meritee par les valeurs 
de la constante k que nous venons d’oblenir. Cette appr<5ciation 
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consistera dans le calcul de la valeur pi'obable de TeiTeur com- 
mise en adoplant une des equations precedentes. 

Lorsque nous ecrivons, par exemple, 


UO 


-T" 62 “f" . . • t 


Tequalion n’esl pas rigoiireuse. Nous savons que, pour de grandes 

de qui est 

aA ^ 

la valeur probable. Quel que soil /z, une grande difference est pos- 
sihie, cela est evident; mais elle est peu probable. 

Nous aurons une appreciation de la confiance meritee par 
requalion (ii) en cherchant la valeur probable de 

61H- gj-f-.. .-f- eg _ r Y 

^ A/i; ' 

On comprend la necessite d’elever Vexpression au carr^. Elle pcut 
etre positive ou negative : sa valeur probable est nulle, cela ne 
prouve nullement la precision des mesures; les grandes valeurs 
peuvenl etre detruites dans la somme par des lermes de signes 
contraires. 

On a 



valeurs de rz, la moyenne des erreurs differe pea 




k\pk 


= — 2 e 2 - 


~ 'Zeidi S 6/ -H 


nk\/v. 


k^T. 


La valeur probable de chacun des termes du second membre est 
connue. 

Le carre d’une erreur a pour valeur probable I’erreur e/, 

qui est prise ici en valeur absolue, a pour valeur probable — ^ 

A v/r 

et le produit de deux erreurs a^ par consequent ( 48 ), pour 

valeur probable La valeur probable de Texpression (12) se 

r^duit, en ayant egard au nornbi'e des termes de chaque somme, a 

I n.n — i / I \ I _ 1 / 

%nk^ \k^Tz} A-^tt: A^tu 2/zA2 \ tc/’ 

elle lend vers zero lorsque n augmente. 
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1S2. Cherchons la valeur probable de 


(i3) 




ij- 


cette valeur etant calculee, bien enieudu, de ineme que la prece- 
dente, avant les operations faites et sans qu’on pnisse prevoir ni 
presumer quelles sont les plus grandes erreurs. 

L’expression (i3) peut s’^crrre 



— ^'2 


k^n 


I 


La valeur probable s'obtiendra en remplacant quel que soiu’, 
par sa valeur probable jjz ® ainsi 

pour valeur probable de ( 12 ) 

3 n,n — 1 I I ^ ^ 


lo2. On peut se demander quelle e.^t, entre ces deux Evalua- 
tions d’erreur a craindre, celle qui juslifie le mieux la formule 
correspondante. 

Jl ne faiit pas se borner a comparer les resultats 

et pour donner I’avantage au ])lus petit. En adineltant que 

ccis expressions donnent line appreciation de I’erreiir a craindre, 

ces erreurs ne portent pas sur la meme inconnue. La premiere est 

commise dans I’evaluation de — I’autre, dans celle de 7 ^- Ce 

kyiz 

qifil faut assurer evidemment, c’est la pelitesse de I’erreur com- 

niise sur A*. Soil j/* cette erreur, rerreur sur ^ sera — 

elle sera, en negligeant bien entendu carre de 

I’crreur commise sur - Jp est donc^^jK"? et le carre de Perreur 

I . I .> 
commise sur est • 

Les rEsullats obtenus doivent done s^enoncer de la maniEre sui- 
vante : 

La valeur probable de est 
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La valeur probable de est 

Par consequent, en adopLatiL la premiere formule, celle qai 
d^duit k de la moyenne des erreiirs, la valeur probable de y'^ est 


( I 1 = 

•j.n \ 7 c/ in 


et, en adoptant la seconde, c'esl-a-dire en dcduisanl k de la 
moyenne des carres des erreurs, la valeur probable de y~ esl 


in 


La seconde formule doil elre preferee. 


153. Les formuies precedentes peuvent ^tre remplacees par 
d’autres qui donnenl une plus grande chance d’exactilude. 

Nous resoudrons d’abord le probl^me suivant : 

terminer la valeur de \ qu; rend minima la valeur probable de 


(ii) 


(i 


^2- 


CetLe expression peut s’^crire 




"T — 


k a 




Se? 2X2, 


«2 




En remplacanl les erreurs et lenrs carres par les valeurs pro- 
bables, on a, pour valeur probable de (iS), 


oil 


I 


X2 

\Hn- 

. i ' 

Zl) _L 

^ "" 

4*2 /t: 

2 k- n 

n 

k^TZ 

}L{ 

^ I _ I 


2 X 

I 


Tz 

mz / 



correspond a 





1 



2 /'ll 

s/t. 



0 - - i 

/U-2\ 

\/l TT 

mz J 

2 1 

[ n ) 


II convient done, pour diminuer les chances d’erreur, de rem- 
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placer la formule 




par 

(16) 


k 



- 4 - 62 -H . . . -H 
n 


y 


2 n 


1S4. Nous determinerons Je facteur 1 par la condition qiie la 
valeur probable de ^expression 


^7) 


n ) 


soil la plus petite possible. 

Cette expression pent s’ecrire 


%'k 


. 




2A2 , 




En faisant le calcul comme au 153, on frouve pour valeur 
probable de cette expression 


I X X^ /i n'' 

k’* k’* nk'* 


a-f)- 


Le minimum correspond a 
X 


xn 


/I n\ n- 

A 2 “^4) 


On diminuera done la valeur probable du carre de I’erreur a 
craindre, en substituant a la formule 

k- ” n 

la formule, probablement plus exacte, 


(18) 


- : k^ 


Tt -}“ 2 



CALCUL DES PROBABILITBS. 


190 

ISo. Les determinations de la valeiir approchee de k sont en 
nombre infini. 

On peat poser le probleme d’nne inaniere difTerente. 

Les observations sont faites, on connatt les errenrs, quelle est 
la valeur la plus probable de k, la valeur probable de k et celle de/r^? 

On sail que la valeur la plii‘r) probable n’est pas la valeur pro- 
bable et que la valeur probable dn carre n’est nnllement ^gale an 
Carre de la valeur probable. 

Soient^i, Cn les erreurs successiveraent commises, k la 

valeur inconnue du parametre caracteristique de la serie d’obser- 
vatioiis. 

L’evenement observe etant I’arriv^e successive de n erreurs ei, 
eo, . • la probabilite de cet ^venement etait, avant bepreuve, 
pro portion nelle au produit 

kit 

n 


des probabililes simples. 

La valeur de k la plus probable est celle qui rend ce produit 
maximum. 

Le maximum correspond k celui du logaritlime 

/i / k — /r®( ef -h -I- . . . 6fi ), 

c'est-^i-dire a la valeur de k qui annule la deriv^e 
^ — *2.k( €\-^ e\~\- , , e%)^ 

n 

C’est une des formules deja obtennes. 

Alu lieu de la valeur la plus probable de A*, on pent chercher la 
valeur probable, qui doit, en general, etre prefdree; la valeur pro- 
bable est Pesperance matliematique de celui qui, apres les mesiires 
prises, altendrait une somme egale a k. 

La probabilite d’une valeur de k est proportionnelle a 


En d^signant la somme des carres des erreurs par S^, on pent 
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la represenler par 




On d^lerminera G par la condition 

Jq 

qui exprime que la probabilite pour que k soil compris entre o 
et CO est %ale a I’unite. On a 


f /c« 


\n dk = 


par consequent, 


X^) 


La probabilite d’une valeur k du parametre est 


■(^) 




La valeur probable de k est la somme des prodiiits obteniis en 
multipliant chaque valeur de k par la probabilite qui lui corres- 
pond 


/i-f-i ^ n 


r 

\~Y' 


J^n^i S-A* _ 


2S2" " 


qui se reduit a 




Si Ton suppose n Ir^s grand, en remplagant la fonction T (x) 
par sa valeur approchee 

r(^) =: \/vLlZX^ 







X92 

on trOLivera 
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I 




2_1 
1 2 


n 1 / V 4 9 / T" 

*■’"(^0 ■/"(?- i ) 


/ h- r 


peut, n eiant tres grand, ^tre reraplace par Piinitc 

a a 

_rt_i 

et, en supprimant le facteiir commun ^ ^ on pent ecrire 


_ 1 ^ 

Le produit e a pour limite I’unite, et Ton voit 

aisement que, pour de grandes valeurs de le rapport 


h 

n 


a pour limite -^rr* 

La tbrmule uouvelle est done d’accord avec celles ejui donnent 


J- = §1 

a^2 ' ^ 


a /t -+- a ’ 

lorsque n devient ird*s grand. 


136. La loi de probabilite etant adinise, on peut chercher a 
Tavance la probability d’une combinaison quelconque des resul- 
tats des mesures. La valeur mojenne de la quantite calculee, si le 
nombre des mesures devient grand, differera peu de sa valeur pro- 
bable. 

Nous r^soudrons quelques probl^mes dont les solutions, remar- 
qudbles par leur simplicity, perrdettent d’elygantes verifications. 

Si, apr^s avoir fait un grand nombre d’observations, on les 
grou])e deux par deux en chargeant le hasard de les associer, et 
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qiie, dans chaque groiipe, on choisisse la plus grande des deux 
erreurs, la valeur probable de cette erreur pent se calculer : elJe 
est Je prodi'it pai* do la valeur probable d’une erreur prise au 
liasard. La probabiliLe pour que, sur deux erreurs prises au hasard, 
Tune soil cotnpi’ise entre z et z -j- dz et Taulre plus petite que z 

C'^L 

■2 ^ ds f d=. 

s/t. Jq /tt 

Le premier (acLeur est, en efTet, la probabilite pour que Terreur, 
positive ou negative, soil comprise enlre z qI z-\- dz] le second, 
la probabilite pour que la seconde erreur soit plus petite que z. 
On multiplie par 2, parce que Tune ou I’autre des erreurs clier- 
chees pent ^Ire la plus grande et egale a z. 

La valeur probable de z s’obtiendra en niultijdiant la probabilite 
par z et falsant la soinme pour loutes les valenrs de >r 

•2 r '^6-'''=' dz.z f -^e-i'^='dz. 

V'TZ s/v. 


En integrant par parlies et remarquant que le tenne uiiegre dis- 
parait aux deux limites, cette expression devieut 


_ 4 _ 

v/^ 



(iz = 




c’est le produit par \J^ de la valeur probable d’une erreur. 

La valeur probable d’une grandeur quelconque differant peu, 
sur un grand nombre d’epreuves, de la mojenne arilhinetique des 
valenrs fouimies par le liasard, I’application de ce iheor^ine k une 
s 6 rie de mesures d’une grandeur connue donnera et a donne a plu- 
sieurs reprises une verification des forinules. 


187 . Le theor^me precedent, remarque experimentalement par 
M- le commandant Delauney, pent s’obtenir plus directement. 

Soient et X2 deux mesures prises successivement, — 
pent ^tre considere comme une mesure. 

En nommant ey et 62 Ics erreurs conimises sur ei et le carre 

B. 
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de I’erreur sur cette mesure nouvelle sera 


(19) 


"4 ' “ 


La valeur probable de 6 x 6 ^ est nolle, puisque les valours posi- 
tives de Ci et de eo onl m^me probabilile que les valeurs negatives. 
La valeur probable de (19) est done 

I 

2/1^ I 


e’est precisement la valeur probable du carre de Terreur pour iiu 
systeine de mesures dans lequel le parametre caracteristique k serait 
remplacd par k\/2. 

La valeur probable de I'eiTeur coaimise sur ^ est done 

— ;4-7=:* Mais cetle erreiir pent ^tre la somme ou la diffi^rence des 

deux erreurs commises sur Xi et oto : la somnae, si ces erreurs sont 
de m^ine signe; la difference, sielles sont de signes contraires. Les 
deux suppositions ont ctiacune pour probabilite on a done, en 
nommaut G et P la valeur probable de la plus grande et celle de la 
plus pt'lile des deux, 


e’est-a-dire 


On a aiissi 


i(G + P)+i(G-P; = 


I 

y/'iks/'K 


G = 


k\/'iz 


par consequent, 


1(0 + P)- 





lo8. On peut, en ebargeant le hasard de grouper les erreurs 
deux k deux comnae dans le calcul precedent, calculer la valeur 
probable du carr^ de la plus grande. 

L’expression de cette valeur, obtenue par un raisonnement tout 
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semblable, est 


2 ^ f“z^e-^'=^dz 

/it. A 


rihe-^^^'dz. 




En integrant par parties, faisant porter I’integration sur dz 

et remarquant qiie le terme iniegre disparait auK limites, celte 
expression devient 



do 


dz - 



:^e-2k^z^- dz, 


etant la differeiitielle de I’integrale par laqiielle il est miil- 
tiplie dans le premier terme. On a 


on a aussi 



Q- 



dz 


I 






I 



et la valeur probable da carr6 de la plus grande erreur est 


i 



159. On peat grouper les erreurs trois par trois, en chargeant 
le hasard de les associer, et chercher la valeur probable du carre 
de la plus gra'^nde des trois. 

Un raisonnement identique aiix precedents donne pour cette 
valeur probable 

'JZYTzJq \do J 


Integrons par parties, en faisant porter Tinldgration sur 
dz] en posant, pour simplifier I’ecriiure, 



dzw{z)^ 


et n’ecrivant pas le terme integi'^, qui s’annule aiix deux limites, 



196 

nous aurons 
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f w(zy dz 1 

X v/u t/o 

mais on a 

T3j'( 






f :v,(z)^'{z)e-^'=^dz=:: / e-«’='‘ 3 T5 ( 3 ) = / Vj' ( z) dz 


-/ 


•« y/ir 

^ *“ *— “rrr • 

2A-3/3 


La subsMiutlon de ces resullats dans I’expression ( 20 ) donne. 
pour la valenr probable ctierch^e, 


a/c2 \ t : / 


160. Dans loiiles les formules precedentes, que les observations 
soienl falies on projetees seulement, ce sont les erreurs veri tables 
qui sont in trod ai les. 

II arrivera ires souveni (dans Limniense majorite des cas, on 
pent le dire) que, la grandeur elant deierminee par les observa- 
tions seulement, les erreurs, evaliiees par la difi'^rence de cbaque 
mesure avec la moyenne, diffdreront des erreurs veritables qui 
restent inconnues. 

En remplagant I’errenr veritable par I’erreur presum^e, on ob- 
tiendra une valenr approchee de la constante k. On a propose, 
dans ce cas, des regies de correction fort siniples, dont la demon- 
stration, malheureiisement, pent laisser des doutes. 

Le probleme est celui-ci ; 

X/i elant les mesures successivement prises d’une 
grandeur X, si Ton adopte la valenr 

A = - — > 


Terreur probable est d’autant inoindre que n est plus grand, 
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pourvii que Ton ail pu, commc nous le supposons toujours dans ce 
Chapilre, ecarter les erreurs conslanles. 


La form III e 


(‘It ) 


I 


sera remplacee par 

('}/} ) ( X — )- -f- fX — 4- ( X — x,i)- 


I 

‘iki ' 


Celle valeur de n’esl pas, je n’ose pas. dire exacte (il ne faul 

esperer dans auciin cas qu’elle le soil), mais conforinea la formule 
qn’on vondrait appliquer. 

La formule (22) donnera toujours plus petit qiie deduit 
de (21). La correction la plus plausible consisLe, nous aliens le 
montrer, a multiplier la formule (22) par —7^; qui, lorsque n 
est grand, en ebangera ires peu la valeur. 

L’e\pression (22) proposee pour representer pent ^tre trans- 

forinee par rintroduclion de Ferreur E commise en adoptant la 
mojenne X pour valeur de la grandeur mesnree. 

Les differences X — ^i, X — ^25 •••9 X — Xn sent rigoureiise- 
ineiil egalcis auK dilferences E — ei, E — ^2, . . E — (?/2, et la for- 
mule ( 22 ) j)eul s’ecrire 


idenliqiie a 


( 23 ) 


( E — )2 -h f E — ea -h . . . H- ( E — 


fl ^2 — 2E ( (?j -i- €1 -h . . .-T- ^ 


inais E, elant Ferreur commise sur la mojenne, est egale ^ la 
tnojenne des erreurs, el la somme ^4 + 62+- • est egale 

a /2E; Pexpression (22) se rdduit done a 


( 24 ) 


1 

alf 


— 


- E2. 


Le premier lerme represente la valeur de ^ telle que la for- 



CAKCUL DES PROH \B 1 L 1 TES. 


198 

mule (21) doit la donner. Cette valeur est diminuee de E- ; par 
consequent, est plus grand que/f^, et la substitution cles erreurs 
presumees aux erreurs veritables, en accroissant la valeur de A'-, 
conduit a attribuer aux observations une precision plus grande 
qu’il ne faut. 

On a exactement 


E= , 

n ^ 

par consequent, 


(23) 


£2 = 





Les erreurs ei> sont les unes positives, les autres negatives, 
et, les mesures n’exposant, c’est I’hjpoth^se, a aucune erreur 
constante, la valeur probable du produit eiCi^ est nulle. On se 
j)ermet pour cette raison de supprimer le second terme de la 
(orniiile (aS). II pent en restiller une erreur notable; une gran- 
deur dont la valeur probable est petite est certainement petite 
elle-m^me, quand elle est essenliellement positive; mais, quand 
elle pent, comme ici, changer de signe, la valeur probable eiant 
nulle, cela prouve seulement que les valeurs positives ont m^me 
probabilile que les negatives. Elies peuvent ^tre fort grandes. 
Quoi qu^il en soil, les observateurs, sur le coriseil et a Fexeinple 

de Gauss, supprimeiit le second terme de (26) et devieut 

2 /f I 

_j ji ^ 

2/cJ "" ^ 2^ \ n )' 

on conseille, en consequence, pour calculer de diviser la 

soinme des carres des erreurs presumees par n — i et non par 72, 
d^noininatenr prescrit pour la somme des carres des erreur^ 
reelles. 


161 . La formule prec6dente prend, dans un cas plus general, 
une forme differente, Ires elegante et lies souvent appliquee. 

Soienl X^j Xo, .. Xj^, p grandeurs de m^me esp^ce inesurees 
par les monies precedes, avec le meme instrument et les monies 
chances d erreur. Chaque inesure a ele reproduite plusieurs fois : 
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la pi’emih'e, fois; la deuxieme, n.2 fois, la derniere, 

rip fois, les erreurs successivemenl commises etante', 
pour la premiere mesnre; e", pour la deuxieme*, e\P\ 

pour la derniere. La formule (21), evidemment appli- 
cable, donnera 


<"*> n-.- 


e’l^ -4- + . ■ . + + eV + + . ■ - ^ -t- . ■ . + ■ . -F 

/ij - 5 - /I 2 -h . . . -+- flp 


Slipposons que, les valenrs veri tables des grandeurs mesurees 
restant inconnues, on remplace chacune d’elles par la mojenne 
des resultats obtenus en la mesurant. Si est I’erreiir ainsi com- 
mise sur Tune d^elles, les erreurs apparentes seront 


el la substitution de ces erreurs apparentes aux erreurs veritables 
remplacera, comme on Fa vu ( 160 ), la formule (26) par 


(•^7) 


i 







‘2/t2 


71 1 -H 7^2 H~ . • • “T- 71 p 


Mais e!,, etani les erreurs commises dans la mesure 

d’une m^me grandeur et le parametre de precision dtant A*, on a 
approximativement 

Til 2 ’ 


La m^me X'educlion peut se faire pour les fractions relatives aux 
autres grandeurs, et la fornuile (27) devient 

I 

j _ _±_ / N — 

2^2 N 2^2 \ iN / 


N designant !e nombre total ;Z| ^2 “H* • •+ des mesures 
/ prises. 

La formule conseillee dans ce cas est, d’apres cela, 


2^2 IS — P ^ 
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S(X/ — Xi)~ etant la somme des carres de tontes les crreurs pre- 
sumdes et N — p I’exces du nombre total des mesures sur le noinbre 
des grandeurs inesurces. 

Si les errenrs reelleixient commises etaient connues, il faudrait 
diviser la somme de Jeurs carres par N et non par N — p. 

La demonstration suppose, inalheureusement, que Ton puisse 
regarder comme niille la somme des prodiiits des erreurs consi- 
derees deux a deux, 

162. Les erreurs eo, e,i etant approximativement con- 
nues dans chaque application de la metliode, on ponrra, dans 
chaqiie cas, verifier approximativement aussi rexactitude de I’hy- 
polhese faite cn supprimant le terine 

Cette verification, si n est grand, entrainerait, il est vrai, des 
calcLils hors de proporlion avec Timportance du resultat. 

Il est digne de remarqiie que, dans Pexpression 

dont les termes, les uns positifs, les autres n^gatifs, ont tons, a 
priori, si on les considere isolemenl, mdme valeur probable, le 
nombre des termes niHgatifs doit, le plus souvent, I’emporter sur 
celui des termes positifs. 

Soil 2[JL le nombre des epreiive^. Le cas le plus probable est 
celui oil, parmi les erreurs, il s’en trouverait p, positives et p nega- 
tives; le nombre des produits eiOi’ dont le signe est negatif se 
trouve alors egal a p- et le nombre des produits positifs est 
p(p — i). La difFerence est p. C’est une raison, dans ce cas, si 
Ton ne sait rien de plus, pour presumer que cette somme arbi- 
trairement negligee sera negative. 

Si Ton nomine p — a le nombre des erreurs |) 0 silives etp-f-a 
celui des erreurs negatives, le nombre des produits etei' obtenus 
en muUipIiant une erreur positive par une erreur negative sera 


celui des produits positifs est 

i(p-ha) (pH- a— i)H- i(p — — a — i) = jjl 2-4- a2— 1 ^. 
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Le nombre des produits neg-alifs sera le plus grand, si I’on a 

a2 < — a2, 



La probabilite pour qu’une erreur soil positive est ; par conse- 
quent, la probabilite pour que, sur 2 |J(. erreurs prises an liasard, 
Yecart, difference entre le nombre des erreurs positives et le 

nombre le plus probable pi, soit plus petit que ^ ^ est (65) 



1 



0 “^" dt 


0 , 68 . 


La prol)abilil4 pour que le nombre des produils negatifs I’emporte 
sur celui des produits positifs est done plus grande qne |. 


163. La form tile 


(28) 


71 “"I ^ n J 2 /c’^ 


caracterise la precision d’un sjsl^iue de mesures dans lesquelles 
line grandeur a ete successivement trouvee egale a X\^ , Xn^ 

On pent lui donner une forme plus Elegante et plus commode. 
Xi et Xi’ etant deux quelconques de n mesures, Texpression est 
identiquement egale a 


(29) 




Les deux form ales ( 28 ) et ( 29 ) sont composees des memes 
Icrrnes. 

On a, identlquemenL aussi, 

^ / ^1 -4- -f- . . . -i- 

^ ^ ^ n \ n j 

La valeur de est done donnee par la difference entre la 
raoyenne des carres des mesures prises et le carre de leur inojenne. 
Si ton Les les mesures sont egales, Texpression se reduit a zero. La 
precision doit ^ire supposee infiiiie. 
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164. Lorsqu’on a pris plusienrs inesnres d’une m^me grandeur, 
calcule la mojenne, determine la valeur de ia conslante speci- 
fiqiie ceLte constanle est sonvent nommee la precision et le 
poids de chaque observation. 

II importe d’expliqiier ces locutions. 

La precision d’une mesure est dite a fois plus grande qiie celle 
d’nne autre mesure, lorsque la probabilite d’nne erreur comprise 
enlre z et z dz pour une mesure du premier systeme est la 
ineme qiie celle d’une erreur comprise enlre a-s et ^.(^Z'^dz) 
pour le second. Si, par exemple, les erreurs commises sur les 
minutes, en mesurant un angle, ont memes probabilites qne les 
erreurs sur les secondes commises en se servant d’un auire 
instrument, la precision du second systeme de mesures est dite 
6o fois plus grande que celle du premier. 

Le poids d’line observation est dit j3 fois plus grand que celui 
d’une autre observation, lorsque les consequences que I’on pent 
d^duire sur la valeur de la grandeur mesuree par une observation 
du premier sysieme equivalent a celles que I’on peut deduire de 
P observations du second systeme donnant touies le m^me re- 
sultat. 

Si p n’estpas entieret qii’il soit 4gal a une fraction il faudra 

que m observations concordantes du premier systeme puissent 
etre remplacees par n observations identiques du second. 

Le systeme d ’observations qui doune a I’erreur ;; une proba- 
bility proportionnelle a 



aura k pour precision et pour poids, si I’on prend pour unites 
la precision et le poids d’une observation d’un systeme dans lequel 
la probabilite d’une erreur z serait proportionnelle a e~'"\ 

La probability d’une erreur comprise enlre z et z dz etant, 
en efFet, supposee ygalr a 



en remplaQant z par kz^ la probability d’une erreur comprise enlre 
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kz et kz k dz sera 

A 

c’est precis^ment celle d’une errenr comprise entre z-\-dz 
dans le premier S}'Steme. 

Si Ton suppose A-2= ia probabilite d’une erreur ^ eLant pro- 
portionnelle a 

celle de m erreurs egales a 2 , commises dans m observations suc- 
cessives, sera proportlonnelJe a 

e— 

La probabilite de n erreurs egales a z^ commises dans n obser- 
vations successives faites dans le second systeme de mesares, sera 
proportion nelle a 

Les probabilit^s des deux sjslemes d’errenrs sont done propor- 
tionnelles et par consequent egales pour toiites valeurs de si 
I’on a 

nk^rssz m\ 

par consequent, 

71 

Le poids du premier systeme d’observations, celui du second 
etant pris pour unite, est done egal a e’est-a-dire a A'-. 

16S. II est interessant de remarquer que, si la loi de probabilite 
n’avait pas une forme toute speciale, les mots poids et precision^ 
dont les physiciens font souvent usage, ne pourraient pas avoir de 
sens exact et precis. 

Supposons deux sjslemes d’observations. Soient, dans le pre- 
mier, la probabilite pour que I’erreur commise soit com- 

prise entre z el Z'^dz el ij{z)dz la probabilite d’une m^me 
erreur dans le second systeme. Pour que le rapport des precisions 
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soit A, il faut et ii suffiL que le rappoit soil constant, et, 

pour que le rapport des poids d’une observation dans les deux 
svsteines soit egal a il faut que le rapport 

^(z) 

soit constant. 

Pour que le systenie caracterise par la fonction cp(js) donnc, par 
rapport a un autre systeme quel qu’il soit, caracten\e par 
Lin poids determine et une precision definie, il faut que le rapport 

soit independant de z. 

Posons done 

(3o) A^) = Gcp(sy‘, 


G etant ind^pendant de z, ct d^terminons les formes possibles de 
la fonction ©(-c). 

On peat remplacer I’^quation (3o) par 
I o(/iz) = IG -h k-i 


et aiissi, en prenant les deriv^es, par 


En posant 


ho'(kz) _ k(f'(z) 
o(/iz) ” cp(^) 


o{u) 


F(u), 


la fonction F est definie par la condition 

F(A^) = XF(^), 


A represen tan t le rapport 
Soit X= h\^. 

On aura 


(3i) 


F ( hz) = F {z). 


La fonction F est done mullipli^e par At*- quand la variable est 
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m Lilli pliee par h. On apercoil la solution 




H etant line consianle; on en deduit 

-U.+ 1 

(.G, 

ij. -hi 

»(--) = G'e— 

(f(^) devant resler invariable qiiand on chang-e ^ en 
sant p -4- I doit ^tre pair. 

Le cas de a = i correspond a la loi de Gauss. 

On a dans ce cas 

h- 


Texpo- 


Le poids/c estle carre de la jirecision A. L’eqnalion (3i) n’admeL 
pas d’antres solutions; mais la demonstration, d’ailleiirs facile, esl 
sans inier^l pour le Caicnl des Probabilit^s. 


166. Entre plusieurs inesures d’une m^rne grandeur, celles qiii 
s'^carlent le plus de Ja mo^enne sont presumees avec raison, 
presque avec certitude, ^tre moins bonnes que les autres : il 
semble naturel de les ecarter. 

La question est delicate. Les observateurs ne se permetlent nne 
lelle suppression qu’apres avoir reconn u une cause vraiseniblable 
et intrinseque a I’inferinrite de la mesure suspecte. On croirajt 
manqiier a la sincerit(5 due cn omeltant une mesure, d’ailleurs 
irr^prochable, par cela seiil qu’elle s’ecarte du resultat presume. 

II est incontestable que, si I’on est certain d’avoir opere de la 
m^nie nianiere et avec le m^me soin, toutes les observations out 
le m^me droit a exercer Jeur influence sur la mojenne adoptee. 
Mais, si Ton opdrait toujours de la mime maniere, on obiiendrait 
loujours le m^me resultat. 

L’assimilation des erreurs forUiites a des tirages au sort dans 
une urne composee de mani^re a donner a chaque erreur la pro- 
bability qui lui convient est une fiction, non une realitc. Si I’urne 
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exislait et qii’elle fut composee avec une perfeclion infinie, s’il 
arrivait qii’une serie de lirages fails dans ies conditions normalcs 
demenlissent rensemble des aulres, il faiidrait les conserve!* assii- 
reiTient. Mais, si celui qui lirait les bonles vient declarer qii’il a 
neglige dc les agiler, peul-etre aiissi de plonger la main dans les 
parties inferienres ; s’ii a pris et rcnn'» sa bonle Loiijonrs a la 
surface, les tirages ainsi fails seront a rejeler. 11s le seront ega- 
lement si, le lireur n’avouant pas sa negligence, on le soupconne 
d’etre peu soigneiix; peiit-^tre aussi, la question est delicate je 
le repete, si la seule raison de le soiipgonner est I’ecart observe 
quand il a tire les boiiles. 

Ghercbons les consequences de I’abandon des mesures pre- 
siunees Jes moins bonnes. 

La question se pose de la maniere suivante : 

On a pi'is /i mesures d’une tn^ine grandeur; toutsemble regulier, 
la mojenne est obtenue; la constante caracteristique d^duiie 
de toutes les observations, a une valeur tres grande; auctin indice 
n’evellle la defiance. On est en droit de regarder comme Ires pro- 
bable la valeur de la mojenne; comme tres probable aussi la 
valeur obtenue pour k. La probabilite d’une crreiir z est regardee 
avec con fiance comme egale a 

/tc 


Dans ces conditions, je calcule ferreur X, telle que la proba- 
bility pour qu’une erreur soil inferieure a X ait une valeur p 
arbitrairement choisie. 11 suffit de rysoudre I’^quation 

( 32 ) p = — I dt = Q{k\). 

X etant ainsi determine, je supprime parini Jes n observations 
celles dont la difference avec la mojenne est plus grande que X; 
il en restera Jip a peu pres, dont une moitie environ sera plus 
grande, Tautre moitiy plus petite que la mojenne. On recom- 
mencera les calculs en considerant ces observations comme les 
seules, 

Supposons, pour justifier la hardiesse de ce parti, que, dans le 
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iaboratoire ou les mesures sont prises, se trouve un survelliaiU 
d’lme rare habilete qui, sans observer lui-m^me, suive des jeux 
les observaleiirs, et qni, tres au couranl des methodes, Ires insLruit 
des details relatifs a (•ha((ue instrument, des erreurs de division, 
des inegalites des pas de vis, des peliles imperfections des poids, 
de I'influence de la lemp^ratiire, etc., declare, apres chaque 
mesiire, son opinion en un seal mot : bien ou inal. 

Personne ne contestera que, si ce surveillant est, comme nous 
I’avons suppose, tres haliile, la suppression des mesures qu’il a 
condamnees accroitrait d’aulant plus la confiance qu’il en aurait 
ecarte davantage. 

Quo! qu’il en soil, acceptant le principe, nous rempiacerons les 
observations . . . , pary^,J/•. 2 , m differant pen 

de np. Si ces m observations sont donnees a un calculateur 
soigneux, il n’aura j)as besoiii d’en connaitre Torigine pour les 
declarer suspectes. Le rapport de la moyenue du carre des erreurs 

au carre de la moyenne pourra diflerer beaucoup de ~ (149). 

Pour aucune valeur de k, les erreurs des observations main- 
tenues ne s’accorderont avec la formule 

Le calculateur prevenu renoncera a la formule et prendra la 
moyenne 

ym 

m 

pour repr^senter la grandeur inconnue. 

Soient si, S 2 , . . . , S/z les erreurs successives. La valeur du carr6 
de I’erreur cominise sur la moyenne sera 

/ si -H £2 -h — ef -f- g| -h . . 

\ m ) 

Negligeons dont la valeur probable est nulle. La valeur 
probable du carre de Perreur moyenne s’obtiendra en divisant 
par m la moyenne 

e 1 ■+■ £4 . .-I- 

, , 

m 
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pen (lifferenle, ti^s probablement, de Ja valeiii’ probable du carre 
des erreurs main tenues. 

Celle moyenne sera pins petite evidemment qii’avant la sup- 
pression des observations rejetees; mais il faudra, pour obtenir le 
c«rre de I’erreur probable, la diviser par 7?2, et Ja fraction qu’elie 
remplace devait ^tre divisee par n. 

La valeur probable da carre d’une erreur plus petite qne A 
esl, lorsqiie les autres ont etc ecart^es, 


r33) 


9 . 

P 



dz. 


Le nombre des erreurs ajant ete mulliplie f)ar la fraction /?, la 
probability de chacune d’elies, dans I’intervalle ou elles sont com- 
inises, est divisee par p. Le numerateur de la fraction qui repre- 
sente la probability resle le myme, en effet, et le denominateiir, 
nombre des erreurs comniises, est multipliy par p. En intygrant 
par parlies, I’expression (33) devient 



c^est-a-dire, d’apres I’yqualion (Sa) qui dyfinit X, 

k^p y/ir ^ P ) 

En divisant par w, ygal approxiinalivement a 7ip, on a, pour 
reprysenler le carre de I’errear a craindre, 


en posant, selon la notation habituelle, 

f e-t'dt=@{t). 

%{kV) est, par dyfinition, egal a /?, et la valeur probable du 
carry de i’erreur devient 



CHAP. VIII. 


LOI DES ERRECRS d’OBSERVATION. 


209 


La fonclion 

/tc 

[e(0? 

est nulle pour t=o; elle augmente avec t et cievient egale a J’unite 
pour line valenr infinie de t, 

Voici qiielqnes-Lines de ses valeurs : 


t. 


0,10 

0,09) 

0,20 

o,i3S 

0,30 


0,40 


0,50 

0,293 

0,60 


0,70 


0,80 

o,{i6 


Le multi plicateur de lvalue approximativement, pent 

diminuer sans llmite. On ne doit pas oublier que, pour appliqner 
la formiilej il faut que les observations conservees, de m^me que 
les observations faites, soient en grand nombre. 


167. La Joi de probabilite des erreurs dont I’exactitude a ete 
verifiee experimentalement en quelque sorte (145) permet de 
prevoir, lorsque les epreuves sont nombreuses, tous les details 
relatifs a la serie des erreurs commises. 

Nous donnerons un dernier exemple en cherchatit la valeur 
probable de la plus petite des erreurs commises dans un grand 
nombre de mesures suecessives. 

Soit z la plus petite des erreurs commises sur n mesures. La 
probabilite pour qu’une erreur designee soit egale a ^ et soil la 
plus petite de toutes est 


~ dz 





dz 


«— 1 


Le premier facteur exprime la probabilite pour que I’erreur 
soit z\ le second, pour que toutes les autres soient plus grandes 
B. i4 
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qtie js, Chacune des n mesures pouvant produire cette erreur 
minima, il faul mulLiplier Texpression par/z; puis, pour avoir la 
valeur probable de Terreur z dont elle represente la probabilile, il 
Taut multiplier par z et integrer entre o et oo. 

La valeur probable de la plus petite des n erreurs esL done 

(34J 2^' f" 

\/rc Jq \ V'^ ^0 / 


lutegrons par parties, en faisant porter Tintegration sur Je fac- 
teur qui multi plie 5, dont I’integrale est 




dz 


n 

) 


et, en remarquant que le terzne integre est nul aiix deux limites, 
I’expression (34) devient 


Lorsque z est petit, ^ f dz differe peu de kz^ et, lorsque 

z cesse d’etre petit, la puissance n placee sous le signe d’int^gra- 
tion est negligeable. On pent done, en designant par 1 une 
valeur arbitraire de z, remplacer (340 



/cz)'^ dz 


( ?t -|- 1 )/l 


[I 


— (i — 


n etant grand et X n’etant pas tr^s petit, le second terme de la 
paren these est negligeable, et la valeur probable approchee de la 
plus petite erreur est 

I 

( -I- I ) A 


168. Si Ton calcule par une m^thode semblable la valeur pro- 
bable de la seconde des erreurs classees par ordre de grandeur, on 
la trouve double de la plus petite; la troisieme est triple, et ainsi 
de suite, tant que les formules d’approximation sont applicables. 
Il pent sembler Strange que, en classant les erreurs par ordre de 
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grandeur absolue, la valeur probable de ia seconde ne soil pas 
egale a celJe de la-premiere. Tom est symetriqne, en eflfet, enti’e 
les (jrreurs positives et les erreurs negatives. Poiir<|uoi la valeur 
probable de la plus petite errenr negative difFere-t-elle de celle de 
la plus petite erreur positive? 

Elle n’en diflere pas. 

La singiilarite apparente provient d’une confusion qui s’etablit 
entre la valeur probable d’une grandeur et la valeur qu’il est pro- 
bable de lui voir prendre. 

Pierre et Paul doivent se partager un heritage. On sail que 
Tune des parts, on ignore laquelle, sera doable de Tautre. 

Les deux parts ont m^me valeur probable, egale pour cliacune a 
la moitie de la sornme totale. 

La valeur probable de la plus grande part est double de la 
valeur probable de la plus petite. 

169. La valeur probable de la plus petite erreur est 

plus petite que la valeur probable de I’erreur commise sur la 
moyenne. 

La valeur probable du carre de Terreur commise sur la moyenne 

62 . . . -f- 

y 

n 


egale k la valeur probable de 

€ j -h 6 1 -I- . . . -4- 6 

est, en effet; 

I 

2 /f 2 n 

Le carre de I’erreur commise sur la moyenne etant de m^me 
-ordre que celle de I’erreur est de I’ordre beaucoup plus 

grande par consequent que la valeur probable des plus petites 
erreurs. 

On accroitrait beaucoup ia precision d’une mesure si I’on 
pouvait decouvrir les evaluations les meilleures et les adopter de 
pr^f^rence a la moyenne generale; il pn serai t de m4me si I’on 
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pouvait prendre la mojenne des observations les meilleures. Elies 
sont malheurensement confondues avec les aiUres sans que rien 
les decele avec certitude. 

170. La regie acceptee comme postulatum present, enlre plu- 
sieurs mesures d’lme meme gi’andeur, d’adopter la moyenne. Celle 
regie suppose deux hypotheses : la premiere, que nous avons faite 
constamment dans I’elude de la theorie des erreurs, est I’absence 
de loute erreur constante; la seconde, que toiites les observations 
m^rllent la meme confiance et qu’elles aient ete faites, par 
exemple, par le ni^me observaleur, suivant la in^me methode, 
avec le meme instrument. 

Lorsque cette seconde condilion n’esl pas remplie, il faut 
apprecier ces valeurs relatives. 

Supposons que les constantes caracteristiques de chaque sys- 
leme de mesures soient connues : soient A ^| , ces con- 

stantes, les poids des observations sont k\^ k\^ .... k\^ 

Supposons que I’on ait mesures prises dans le premier 
sysleme, dans le deuxi^me, ..., a,^ dans le 

Ramenons toutes ces mesures a d’autres dont le poids soil I’unite 
et supposons celie unite choisie de telle sorte que A*J, A*^, . - .7 k\ 
soient des nonibres entiers. 

Chaque mesure de poids k\ sera remplacee par le systeme equi- 
valent de A’f mesures avant chacune un poids egal a I’unil^. Toutes 
les valeurs mises en presence ayant ainsi m^me poids, il suffira 
de prendre la moyenne. a ,2 designant le nombre des mesures de 
poids k\ et la moyenne de ces mesures, on obtiendra ainsi la 
valeur 

aiA?a7i-f-a2Aia72-H.. (x.nk\xn 
^ 0CiAi-4-a2Ai-h...-f-a^A2 

On pent enoncer ce resultat en disant que chaque mesure est 
mullipliee par le poids de I’observalion correspondante et que la 
somme des produits est divisee par la somme des mill tip licatenrs. 

Le poids de la valeur (35) est 

ai Af -4- a2/c| -H. ..-H 

La moyenne entre pliisieurs observations equivaut a une obser- 
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vation unique ayant pour poids la somme des poids des observa- 
tions panielles. 

171. II arrive quelquefois que, pour mesurer une g^randeur, on 
la partage en plusieurs parties on mesure chacune 

d’elles et I’on fait la somme. 

Supposons que toiites ces mesures aient le m4me poids 

Quel est le poids de la somme H- Uo-h * . 

Soient s^, So? •••5 los erreurs, inconnues bien entendu, com- 
mises sur chacune des mesures, I’erreur sur la somme est 

si -+> e ) -I- . , . -f- £« ; 

on a 

(Ei H- £2-1-. . .-h £71)2 = S£f -h 

Cherchons la valenr probable des deux membres. Celle des 
produits tels que est nulle, puisque les erreurs positives ont, 
par hypolh^se, m^me probabilite que les erreurs negatives. 

Les valeurs probables des termes tels que ef sont egales (148) 
a et, par consequent, pulsqu’il y a n termes, la valeur probable 
du carre de I’erreur cornmise est 

n 


Si la probability d’une erreur ^ cornmise sur la somme ytait 
reprysentee par 



la valeur probable du carre d’une erreur serait 

£ 


Si done nous posons 


I _ n 

^ “■ IF’ 



k est la prycision d’une mesure qui donnerait au carry de Ferreur 
cornmise myme valeur probable que la somme ytudiye. 
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La confiance merilee par la moyenne de n mesiires est inver- 
sement proportionnelle a \Jn, 

172. L’armee francaise, pendant I’expedilion d’figypte, voulut 
determiner la hauteur de Ja pyrainide de Cheops, Les assises suc- 
cessive?, formant pour ainsi dire les 2o3 marches d’un gigantesque 
escalier par Jequel on s’eJeve au sommet, furent inesurees succes- 
sivement par les soldats du Genie. L’erreur commise 2o3 fois, 
disait-on, sera muitipliee par 2o3. L’erreur a craindre, repondit 
Fourier, est muitipliee par i4, racine carree de 2 o 3 . On ignore 
sur quels principes I’llliistre savant faisait reposer cette regie, que 
personne avant lui n ’avail proposee. 

173. Je terminerai ce Chapitre par Texamen d’lme question 
tres delicate. On a pris plusieurs mesures dhme meme grandeur 

•••9 Xn\ elles ne s’accordent pas. Une formule ddmon- 
Iree (163) fait connaitre revaluation de la precision des observa- 
tions, d^duite de la somme des carres des differences entre les 
valeurs obtenues ou, ce qui revient au in^me, de I’exc^s de la 
moyenne de Ja somme des carres sur le carre de la moyenne. II 
fauL appliquer cette r^le avec beaucoup de prudence; elle suppose, 
en effet, que le merite des observations soil, a priori^ inconnu et 
que la discordance qu’elles presentent soil le seul indice dont on 
dispose pour leur appreciation. 

II en sera tres rarement ainsi. Si les observations sont faites par 
un observateiir habile avec un instrument excellent, elles meritent 
plus de confiance, lors meme qu’elles s’accorderaient moins, que 
des observations plus concordantes d’un observateur mediocre. II 
n est pas admissible, par excraple, qu’en detachant sur les registres 
de Bessel quelques observations d’une ni^me etoile on pretende 
en deduire une a[)preciation de son habilete et da merite de son 
instrument. 

La constante designee par >5*, prise pour inconnue dans les for- 
miiles ti'ouvees (163), est souvent assez bien connue a I’avance 
pour que des renseignements nouveaux n’aiitorisent pas a en 
changer la valeur. 

Le probJeme alors devient tres different. 

La constante qui caraclerise la precision du systeme d’observa^ 
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lions etanl connue, quelle doit ^tre Tinfluence de 1 ’accord plus 
ou moins grand des mesures sur la con fiance meritee par la 
moyenne? 

Si, par exemple, on a mesure les trois angles d’lm triangle inde- 
pendamment les uns des aiitres, leur somine se trouvant exac- 
tement egale a deux droits, faut-il, pour cette raison, accorder 
plus de confiance aux mesures que si la somme avail surpasse de 
0,25 la valeur qii’elle doit avoir? 

La reponse doit varier suivant les cas. Si Fobservateur est 
inconn u aussi bien que I’insirument, on devra appliqner la for- 
inule irouv^e (163), el la concordance des mesures determinera la 
precision presumee des observations. 

Si Ja constante appelee est assez bien connue, a priori, pour 
qu’on ecarte I’ldee d’en changer la valeur, la concordance des 
observations ne doit pas accroitre la confiance qu’elles inspirent. 

La conclusion semble inacceptable. 

Si les observations sont discordantes, si leurs differences de- 
passent I’erreur probable de I’instrumenl, peiit-on leur accorder 
autant de confiance qu’avant cel indice defavorable? 

Si un observateur, quelle que soil son hablletd reconnue, donne 
du m^me angle trois mesures tres diff^rentes, on n’^chappera pas 
a I’idee que, ce jour-la, soil fatigue, soil oubli d’une precaution 
necessaire, il a moins bien observe que de coutume, C’est sur 
cette conviction que repose la defiance eveillee par le resultat, 
et c’est eJle, precisement, que nous ecartons dans I’enonce dii 
problem e. 

L’application du Calcul des probabilites a I’etude des erreurs 
d’observation repose sur line fiction dont il ne faudrait pas faire 
une realite. Les erreurs sont suppos^es tirees au sort dans une 
urne dont la composition est definie par la loi de probabilite 
acceptee. 

Si I’observateur est malade, si I’on a derange les fils de sa lu- 
nette, expose a I’humidite les poids de sa balance, change son 
thermometre habiluel, il fait, ce jour-la, le tirage dans une autre 
urne, les resultats 6chappent a toute th^orie. 

Nous ecartons, dans le calcul suivant,. loutes les suppositions 
de ce genre. L’observateur s’est applique cowme de coutume, son 
instrument est en bon etat, les erreurs sont soumises aux chances 
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habiliielies ; la constante k esL coiiniie et ne peut ^tre changee par 
Je SLicces de quelqnes observations nouvelles. 

II Faut admetire, en outre, pour qiie les hypotheses n’lmpliquent 
pas contradiction, que les ecarts n’aient rien d^exceptionnel. 


Le calcul, lorsque ces reserves sont legitimes, jiistifie les 
conclusions qui precedent. 

Siipposons que n mesures d’une m^me grandeur aient ete 
prises. Soient j JK 2 j •••? les erreurs commises successivement. 
Chacime d'elles est inconnue, bien entendu. 

La probabilite d’une erreur comprise enlre z z dz etant, 
pour I’observation de rang 

A dz, 

sJ'K. 

et les valeurs de ki etant connues, la probabilite^ dii concours des 
erreurs supposees sera 


Soil z la moyenne des diverses mesures, prise en ayant egard 
a I’erreur probable de chacune d’elles, c’est-a-dire (171) en attri- 
buant a chaque determination de la in^me grandeur un poids 
inverseinent propoi lionnel a la valeiir probable du carre de I’er- 
reur. 

On aura 


(37) 

Posons 


4- -f -. . . /Cfi 


yi =^-hai, 
y^=zz-¥- aa, 


^ 4- ccn 


et substituons dans Pexpression de la probabilite (36), consideree 
comme un element d’integrale multiple, les variables z, oct, 
aa, . . a ^o, .. ; ac,i n’est pas line variable indepen- 
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dante, car oq a identiqiiement 

k\ cLi kJi ci.fl = o* 

L’element 

dyi dy^...dyn 

doit ^tre remplace, comme on sait, par le prodait 

dz dcLx dcLc , . . . dc/.,i^\ T D - - 1 > 

L -c;.aia2...a«_ij 

^.aias. . 

etant le determinant fonctiormel des variables jKi , JK2, •••9 JK/z par 


rapport a celles qii’on leur substilue. 

Ce determinant est 

II 0000 0 o 

10 1000 0 o 

10 0100 0 o 

• • . • • • . • • • j 

I O O 1 o 


— ^H-2 1 

kl kl kl kl 

les derivees ie z~\- an qid forment la derniere ligne etant d^duiles 
de la relation ( 87 ). 

Le determinant est eg-al a 

Xrf -f- X’l -H . . . kjj 


La probabilite (36) pent done ^tre remplacee par 
kxk%, . ,kn 


(38) 


L g — [ 2" ( A J-hAtI-i-. . . +■ -¥-k\Oi OL . ."f* A 




Le lerme du premier degre en dans I’exposant de disparait 
de I’expression (38), a cause de la relation ( 87 ). 

Lorsque a,, a 2 , ...5 ocn-\ sont donnes, la probabilite est de la 
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( 3 9 ) G e-c . .-+-A2 ) 

et comme il fa Lit bien que, dans cette hjpotliese, ^ ait nne valeiir 
comprise entre — oo et -hoo, requation 


donne 





I 


G = 


\J h\ ~\r k\-^ . , ^ 

s/'iz 


La valeur probable du carre de Perreur commise sur deduite 
de la formiile (Sq), est 

I 


ind^pendante des valeurs suppos6es connues de a<, ao? • • •? 

Dans le plus grand nombre des cas, qiiand on entreprend une 
s^rie de mesures, Phabilet^ de Pobservateur iPest ni parfaitement 
conniie, comme nous venons de le supposer, ni completemenL 
inconnue, comme on Pa admis (148); cc sont deux cas extremes. 
II arrivera presque toujours que, loutes les valeurs de k 6tant pos- 
sibles, elles seront, a priori, inegalement vraisemblables. Si la 
loi de leurs probabilites avant Pepreuve est inconn ue, le probleme 
est insoluble. 
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CHAPITRE JX. 

ERREURS DE SITUATION D’UN POINT. 


Sit p locos objecli alicujus ex obscrvatione prima de- 
flnitus, q, /*, Sy . ejusdem objecti loca in observatio- 
nibus sequentibus, sint insuper P, 0, R, S pondeia 
reciproce proportionaLia spatiis evagatioaum, per qiiie 
se dilTundere possmt errores ex obscrvationibus sing^u- 
lis ppodeunteij, quue dantur ex datis errorum hmitibus, 
et ad puncta p, q, r, s, .. posita inielligantur pon- 
dera P, Q, R, S, et iiiveniatur eorum g^avltati^ 
centrum Z dico punctual Z fore locum objecti, qui 
pro vero ejus loco tutissiaic haberi potest 

RoGEtt Cotes. 


175. Gonfiance de Bravais dans la loi elemenLaire de la probabilite des erreurs 
proposee et abandonnee par Gauss. — 176. Consequence dans le cas oil I’erreur 
sur chaque coordonnee est la resultante de deux erreurs elementaires. — 
177. Formule de Bravais dedmte d’un postulatum. — 178. Determination du 
facteur que la demonstration laisse indetermine. — 179. Probabilite des hearts 
dans le tir k la cible. — 180- Ellipse dans Tinterieur de laquelle il y a proba- 
bilite donnee de voir la balle se placer — 181. Moyenne probable des valeurs 
de la constante. — 182, 183. Quelle est la mesure de Thabilete d’un tireur. 
Difficulte d’une reponse precise. — 184. Verifications de la formule. — 185. Er- 
reur a craindre sur la moyenne des valeurs de la constante. - 186. Valeur pro- 
bable du carre de I’erreur cornmise dans revaluation du nombre des balles 
interieures a une ceriaine ellipse. — 187. Calculs relatifs 1000 balles tirees 
dans une m^me cible. 


175. Lorsque les coordonaees d'ua point sont d^termiuees in- 
directenient par Pobservation de grandeurs dont elies dependent, 
Perreur cornmise sur sa veritable place et la probability d’un ycart 
donny dypendent de la ioi de probabilite des erreurs coaimises 
dans les diverses mesures. 
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Les etudes faites sar cette question, particiilierement par Bra- 
vals dans un Memoire remarque, supposeiit une confiance absolue 
dans la loi propos^e par Gauss snr la probabilite des erreurs ele- 
nientaires 5 la probability d’une erreur z est proportionnelle a e * ^ , 
la constante k variant seule avec la precision des mesures. 

Les formules deduiies de cette hjpothese sont confirmees par 
les fails conn us. 

Bravais exprime les coordonnees du point observe en fonction 
lineaire des grandeurs mesiirees; cela revient a prendre pour va- 
riables les differences enire les grandeurs mesurees et les valeurs 
observees, en supposant ces differences assez petites pour qu’il 
soit peniiis d’en negliger le carre. 

176. Supposons, par exemple, que, cc el y etant les coordon- 
nees d’un point inconnii dans un plan, on ait 

0? = X -h 

y a' b' V, 

X et Y etant les valeurs approchees obtenues en acceptant les 
mesures comme exactes el u et ^ les erreurs commises sur ces 
mesures. 

La probability pour que I’erreur u soit comprise entre a et 
etant 

/'TC 

et celle pour que I’erreur v soit comprise entre ^ et p - 4 - rfg, 

V'lt 

la probabilite pour que le point dont les coordonnees sont .r et 
se trouve dans la partie du plan qui correspond aux limites indi- 
quees est 

On peut, dans cet ylynient d’integrale double, substituer aux 
variables a et g les diffyrences 

CP — X — i&i, 

JK — Y 



CHAP. IX. — ERREURS DE SITUATION D’uN POINT. 


221 


Le produit d’apres la theorie de la transformation des 

int^grales, sera remplace par 

dx\ dyx __ dx\ dy^ 

dxx dyi dxx dy^ ~~ ah' — bo!^ 

doL d^ d^ d% 

et la probabilite pour que le point soit compris dans le rectangle 
infiniment petit dx^ dy^ prendra la forme 

dx^ dy^, 

I’exposant de e etant la sornme — exprimee en fonc- 

tion de Xi et de yi . 

177 . La methode pent 6tre etendue an cas d’un nombre quel- 
conque de variables elementaires. On transformera, dans tons les 
cas, la probabilite d'un systeme d'erreurs mis sous la forme d’un 
element d’int^grale multiple, en inlroduisant au nombre des 
variables les coordonnees du point etudi6 auxquelles il faudra, 
dans le cas g^n^ral, associer d’autres variables. Ces variables, 
arbitrairement choisies, disparaissent a la fin du calcul; mais les 
transformations intermediaires sont fort compliquees. 

On obtient Lr^s simplement le m^me resultat en acceplanL an 
postulatum equivalent a celui de Gauss ( 138 ), enonce par Cotes, 
en 1709, et employe ingenieusement par M. Schols pour demon- 
trer le theoreme de Bravais. 

SI plnsieurs positions d’un m^me point ont et^ successivement 
obtenues et meritent la inline confiauce, la position la plus pro- 
bable est le centre de gravite du systeme des differents points 
consideres conime de meme masse. 

Soit cp(a, ^)d(xdp la probabilite pour que Ferreiir commise sur 
I’abscisse du point inconnu soit comprise entre a et a -h rfa et 
I’erreur sur I’ordonnee entre ^ et § + <3?^, le point se irouvant 
compris, par consequent, dans un rectangle infiniment petit de 
surface dx d^. 

Si x^yi^ ^2^27 •••7 ^nyn sont les coordonnees des positions pre- 
sumees d’un meme point et x^ y les coordonnees veritables, les 
erreurs successivement commises dans les diverses determina- 
tions des coordonnees inconnues sont reprdseutees par x — x^, 
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y — jKii • • •: la probabilite de leur aoncours est proportionnelle 
au prodnit 

(i) — Xu y — yi)^{cG — y —y^). . .o{x ^ Xn, y —■ yn)^ 

La position ia plus probable a pour coordonnees, d’apres le 
poslulatum, 

X 1 -f- X 2 “4“ • - • ~f“ X fi 
X = j 

n 

^ n 



Ces valeurs de x et de y doivent rendre le produit (i) maximum 
el-, par conbeqnenl, annuler les d^rivees de ce produit par rapport 
aux variables x ety. 

Si I’on pose 


( 3 ) 


/ dlv>{x,y) 

1 dx 

< 

I dl(p(x,y) 
\ dy 


^2(57, 7), 


les coordonnees x et y definies par les equations (2) doivent 
satisfaire aux equations 

'Pi{.x — xuy — yi)-\-Fiix^xuy—y%)-\-----+-¥^(x—Xn,y—yn) = o, 
FaC^ — ^1, 7—7i)-+-F2(a? — ^172,7— 72)H--.-4-F2(ir — 7 — 7^) = 0. 


La somme des variables x — x^^ x — x^^ x — Xn est, en 
vertu des Equations (2), egale a zero, ainsi que celle des va- 
riables 7- — JKij 7—727 •••57 — 7/2; auciine autre condition ne 
leur est imposee. Les fonctions F^ et F2 sont done definies par les 
conditions que les Equations 

Fj ( Ml, Pi ) -h Fi( W27 P 2 )■+■••• Fi ( Uri, Prt) = 0, 

F2(Mi, Pi) -f- F2(M2, Ps) H~* • ‘“H F2(M/i, {?fi) = 0 


soient les consequences necessaires des relations 


Ml *+- W2 ■+* • • • Ufi = 0, 

Pi -I- P 2 -h. . .H- P« =0 


entre les variables. 

En recluisant k denx le nonabre des variables, la condition se 
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r^duit a 

Ml, — (;i) = o; 

la fonction change de signe quand les deux variables changent 
de signe. 

Si Ton suppose trois variablesj on obtiendra, en tenant coinpte 
du resultat precedent, 

( 4 ) Fi (Mi, Pi ) -F- Fi (M 2 , P2) = Fj (Mj M2, <^i -h (^2)? 

quelles que soient les variables M 2 , <^ 2 - en d^duit, en 

dF , (a?, v) . . 

Cpi(Mi, Pi) == <Pi(Mi- 1- M2, PlH- <^2), 
cpi(M2, P2) = M2, Pi-+- «^2); 


par consequent, 


'PlCWt, Pi) = Cp,(M2, P2). 


La derivee de F| par rapport a x est done une constante. En 
differentiant Pequation (4) par rapport a et a p 2 j on verra 
qu’il en est de m6me de la derivee par rapport a y, Les d^riv^es 
(ie la fonction F| etant constantes, cette fonction est lineaire par 
rapport anx deux variables; il en sera de m^me de F 2 , et nous 
pouvous poser, en remplacanl ¥i et F 2 par les deriv^es qui les 
definissent (3), 


y) 

dx 


= ax -h hy^ 


dl ^{x. y) 


= a'a? -h b'y-j 


ax H- by et d x + Vy etant les d^rivees d’une m^me fonction, on 
doit avoir 

d{ax -i- by) _ d{a' x h' y) ^ 
dy ” dx ’ 

par consequent, b — a!. La fonction JK) definie par ses 

deux derivees est necessairement de la forme 


l^{^x,y) = 


ax^ 


bxy- 


b'y^ 

2 


•G, 


< 2 , 6, d et G etant des constantes. 
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Les erreiirs infinies etant impossibles, doit s’annuler 

quand a: et y sont infinis, les constanlcs a et V seront nega- 
tives. 

La probabilite d’nne erreur comprise entre u el u-\- du pour x 
eivelv-\-d9 pour y est done de la forme 

G etant une constante et X, constant aussi, pouvant ^tre positif 
ou negatif, 

Les points d’^gale probabilite sont sur une m^me ellipse ayant 
pour equation 

M2_j_ aXwP -f- ^'2 p2 _ 


u el {? designant les differences entre les coordonnees du point 
considere et la position veritable, centre commun de tontes les 
ellipses semblables entre elies dont les dimensions sont propor- 
lionnelles a y/H. 


d78. Les quatre constantes G, X, k sont li6es dans tons les 
cas par la relation nt§cessaire 


(5) 





I. 


II faut bien, en effet, que les erreurs aient des valeurs comprises 
entre — ooet -f-oo, et la soinme des probabilites relatives a toiites 
les erreurs possibles est egale a I’unite. 

Posons 

/:2w2-+-2Xj^P-4-^^2(;2= H; 

a chaque valeur de H correspond une ellipse dont la surface est 

tcH 

\/FX:'2— X2 

Tous les points de la couronne comprise entre les ellipses cor- 
respondant aux valeurs H et H H- rfH du paramelre ont m^me pro- 
bability, et la somme des probabilitys relatives aux yiements de 
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cette couronne est 


Ge-« 


izdn 


/X:2/e'i_X2 


]e facLenr 


Tzdll 


La condition (5) devient 


representant la surface de la coni'onne. 


\/k^-k 


' 2->2 J „ 




el, comme 


on dediiit de (5) 


n oe 

«/o 




La pi'obabilite pour que le point se troiive entre les deux ellipses 
qui correspondent aux param^tres H et H -p d)^ est 




179. La formule precedente s’appliqiie k la probabilite des 
ecarts dans le tir a la cible. 

La premiere question a resoudre dans I’etiidedes questions rela- 
tives a line arme donnee et a un tireiir qui en fait usage est de 
determiner pour cette arme el pour ce lireur les constantes carac- 
leristiques A’, A:' et X. INous chercherons pour cela, en consid^rant 
CCS constantes comme connues, les valeurs probables de 
et w et p designant les coordonnees du point ou frappe la 
balle par rapport a deux axes passant par le centre de gra~ 
vite de tons les points frapp^s, supposes, bien entendu, tres nom- 
breux. 

Les valeurs probables, en vertu du theoreme de Bernoulli, 
doivent differer tres pen des valeurs donnees aux moyennes par 
le hasard. 

Les coordonnees du point ou frappe la balle par rapport aux 
axes dont I’origine est an centre de gravile des points frapp^s 
etant designees par u et r, la probabilite pour que ce point se 
B. i5 
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trouve dans le rectangle du eianl 


du <a?P, 


la valeur probable de u- est 


(6) 

On pent Tt^crire 


v/A-a/i'a — 


s:jy 


2 du d^. 




o \ A ® / do p. 


on a 


el J'expression (7) devient 


(B) 


— \J k — X® C u^~e du 

k ' /tt •/-_ « 


La tormule 





dz = 


\/ -TT 


donne pour (8) la valeur 


(9) 


2 /c '2 

2(A-U-'2— X2)* 


Telle est la valeur probable de u^- 
La valeur probable de w est exprimee par 


on a 


\/k^ik’^— /c2 


J' ue-^^^*^du J" pe-^'*‘'*-2X«(^ j 


Lif Xs 

g 2XKt^ ~ ^ \ ~*~ A'* / g A'* _ 


P -i- 


Xm 

F2 


F’ 


Posons 
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on aura 


J V d^=J JJ-, cit = — 


La valeur probable de uv se reduit done a 


k’^s/T. . 2(4-Vc'^-aS; 


La valeur probable de calculee conime celle de est 
/ ^ 

2(.>tU''2— X2/ 

En egalant les valeiirs probables aux valeurs moyennes donnees 
par Tensenible des resuJlats obteniis, on obliendra des equations 
dont les deux membres, si les observations sont nombreuses, dif- 
fereront probablement Ires peu. Posons done 

-t- -+~. . .-h u% _ ^ 

n ’ 

■"i±-Ll±-Lli±il^ B, 

n 

1^2 “+~ » * « ~+“ Q 

n 


Nous aurons, pour detenoiner k, k' et X, les equatioas 

■ -A 
kt 

a(^2y5:'s_ xs) ” ®’ 

c- 

on en deduit , 

k. 2__, 

~ a(AB — C^) 
iV 

2(AB — G2/ 

2(AB — G^; 
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180. Les constantes k' el\ elant connues pour tine certaine 
arnie et pour tin certain tireur, si Ton pose 

la probabilile pour qiie la balle soil placec* entre les deux ellipses 
qui cori'espoiidenL aux valenrs H et H 4- dH sera (178) 

e-H 


La probabilile pour que la balle frappe en dehors de I’ellipse 
correspondant a une valeur dii paramelre est 


Si Ton pose 



e-H cm = e-Hi. 


H, = 0,69815, 


la probabilile sera L’ellipse correspondant a cette valeur de H, 
contiendra, si les coups sonl nombreux, la moilie des points 
frappes a tres peu pr^s. 

Si Ton donne siiccessivement a H les valenrs 


o, io536, 
o,2'i3i5, 

0,35669, 

0,51082, 

0,09815, 

0,91329, 

1,20677, 

1,60944, 

2,3o359, 

les neuf ellipses senibla])les correspondant a ces valenrs du para- 
metre panageront le plan en di\ regions contenant chacune, 
vraisemblablement sur un ires grand nombre de coups, la dixieme 
panic a peu ])res dii nombre des balles. La premiere de ces re- 
gions est la plus petite des ellipses; la derniere est la portion du 
plan situee au dela de la plus grande. 


181. A chaqiie point frappe par la balle correspond nne valeur 
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de H. La valeur probable de H est 

dH==i. 

Telle doit done ^ire, avec uoe probabilite d’aiiLant plus grande que 
les epreuves seronl plus nombreuses, la moyenne des valeurs 
de H correspondant aux points frappes. 

182. Une question fort importante doit rester indecise. Quelle 
est, dans un concours de tir, la regie a conseiller pour juger les 
tireiirs? Le probleme ne me semble pas comporter de solution 
absolue. 

Si les balles tirees par deux concurrents pen vent ^tre classees 
de telle sorte que chaque point frappe par le premier soit plus 
pres du centre que le point correspondant frappe par le second, 
la decision semble facile. 13ans ce cas-la inline, si les difFerences 
sont peiites, le tireur dont les balles sont moins approchees du 
but pent quelquefois pretendre au premier rang, en alleguant I’iin- 
porlance crun ecart horizontal plus grande que celle d’un ecart 
qui laisse la balle dans I’alignement vertical. 

ll semble naturel, k premiere vue, de inesurer le merile d’un 
tireur par la surface de Tellipse a I’int^rieur de laquelle il y a 
probabilite donnee de voir la balle se placer. 

La valeur de la difference 


representerait alors le merite de chacun. 

Cette appreciation pent, dans des cas extremes, qui, tres proba- 
blement, ne se sont jamais presentes et ne se presenteront jamais, 
dormer des consequences inacceptables. 

Si I’un des tireurs plagait toutes ses balles sur une ligne droite 
passant par Torigine des coordonnees qui sert de but, la regie 
proposee lui assignerait le premier rang, quelle que fut la distance 
de ses balles au centre de la cible. La surface de I’ellipse caract4- 
ristique serail nulle, en eflet, dans ce cas qui, veritablement, 
n’est pas a craindre. 11 suffit qu’il soit possible pour condamner 
la regie. La th^orie n’en reQoit aucune atteinte. 
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183. Si Ton regarclait a priori toiites les directions comme in- 
difTerenteb, il faudrait supposer X = o, k = k' \ Ja probabilite pour 
frapper la cible a une distance comprise enlre R et R+ c/R serai t 

La valenr probable fie R et celle de seraient ^ et ; elles 

represen tentj pour un grand nombre d^epreuves, la valeur moyeniie 
des distances au centre de la cible et celle de leurs carres. 

Si dans un concours de tir on accorde le premier rang au 
lireur pour lequel une des deux mojennes designee a I’avance 
a la plus petite valeur, les deux regies, si les epreiives sont 
nombreuses, donneront le m^me resiiltat ; celui des tireurs 
pour lequel it a la plus grande valeur sera certainement vain- 
queur. 

Si les epreiives sont pen nombreuses, le concours devient un 
jeu de hasard dans lequel, comme il est juste, un avantage est fait 
au pins adroit. La valenr de k^ deduite de la moyenne des dis- 
tances au centre de la cible, merite moins de confiance que celle 
qui resulle des carres. Le rapport des carres des erreurs a craindre 
sur k^ dans les deux hypotheses, se calciilera comme (152); il est 
egal a i6 — 4^- 

184. La difficulte, on pent dire m^me I’impossibilite de donner 
une regie precise de preference entre deux series de coups resulte 
d’une autre circonstance encore. Les formnles precedentes suppo- 
sent que, sur un grand nombre de coups, le centre de gravite des 
points frappes coincide avec le centre de la cible. Nous avons 
ecarte, en un mot, les erreurs conslantes. Elies ne sont jamais 
milles cependant, et, quand un grand nombre d’epreuves auront 
ete faites, I’examen du merite de leur ensemble devra commencer 
par la d^enninaiion du centre de gravite du syst^me des points 
frappes. La distance de ce centre a celui de la cible representera 
avec une grande probability la partie constante de I’ecart. Pour 
determiner les constantes caractyristiques A', et X, on devra 
rapporter les coordonnyes des points frappes a deux axes ayant 
pour origine le centre de gravity. Le merite d’un tireur se trou- 
vera ainsi dyfini par cinq parametres : les deux coordonnees a et 6 



CHAP. IX. — ERREURS DE SITUATION D’UN POINT. nSl 

du centre de gravite G de I’ensemble des points frappes et les 
constanles A*, k\ X, determinees au moyen des coordonnees prises 
par rapport a des axes passant par le point G. La somme 
pourrait mesiirer I’imperfection sjslematique de I’arme empiojee 
ou le defaut constant du tireur dans sa maniere de viser^ et 
la difference represen terait la precision. Le tireur 

est d’antant plus habile que ces quantites sont plus petites, 
mais il est impossible de letir assignee une importance rela- 
tive. 

Supposons deux tireiirs, Pierre et Paul, ayant tire chacun 
loo balles. Les balles de Pierre sont toutes a i du centre de la 
cible dans un cercle de o"\o 5 de rayon. II y a dans sa maniere de 
tirer une cause d’erreur commune a Lous les coups; a cela pres, 
son tir approche de la perfection. 

Paul, au contraire, n’a pas dans son tir d’erreur systematique. 
Les points frappes par ses balles enlourent le centre de la cible; 
ils sont tons dans un cercle de o"\i 5 de rayon, 

Entre ces deux lireurs, donl I’un tire avec plus de precision, 
mais dont Tautre est exempt dc toute erreur systematique, quel 
est le plus habile? La question ne peut ^tre resolue. On pourrait 
la compai'er a la suivante : Deux chronometres ont ete etudles. 
Lors(jue la temperature est constanle, la marche du premier est 
plus reguliere; mais, si I’on echaufTe ou refroidit I’enceinte, il subit 
une influence plus considerable. Comment decider la preference 
meritee par Tun d’eux? 

Le probleme est evidemment impossible a r^soiidre. 

185 . J’ai applique les resultats precedents a I’examen de 
1000 coups tires par des tireiirs habiles a 200™ de distance avec 
dix armes de ui^me modele, chaque tireur tirant dix coups avec 
chaque arme. 

Le centre de gravite des 1000 points frappes avail pour coor- 
donnees 

X = o^o 8 , 

Y = o'", 2 1 ; 

on a troiive, en nommant u et p les coordonn 6 es par rapport ^ des 
axes passant par ce centre de gravity, pour Tensemble des points 



9-32 


CALGIJL DES PROBABILlTES- 


fi'iippeSj 

= d 68,2 do == A, 

n 

S 

= 648,666 = B, 

— = 33,291 = G. 
n 

Les equalions 

A _ 

“ 2(4:2 /c'*2_X2)' 

“ 2(4:U-'2-X2)^ 

C 

~ 2(/i:U-'s— ).2) 

donnent 

4:2 = o, 0008825, 

4:'2r= 0,0007782, 

X = — 0,0000452. 

L'equation d’une ellipse d’(^§'ale probability est 
4'2 w® 2 X MP -H 4:'2 = H ; 

a chaque point du plan correspond line valeiir de H. En faisant le 
calcul pour les 1000 points frappes par les balles, on a forme le 
Tableau suivant : 
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Tir de 1000 BALLES. — Valeurs de H. 




< 0,103 

< 0,223 

< 0 , 3 i 6 

< 0,311 

< 0,693 

< 0,913 

< 1,206 

< 1,609 

< 2,303 

> 2,303 

1. 


0,001 

0 ,108 

0,224 

0,357 

o, 5 i 4 

0,695 

0 , 9^4 

I ,2oS 

1 ,620 

2,3o6 

2. 


0,002 

0,110 

0,224 

0,357 

0,519 

0,696 

0,916 

I ,208 

1,648 

2,325 

3 . 


o,oo 3 

0,110 

0,225 

0,357 

0,519 

0.697 

0,916 

I , 2 i 5 

1 ,655 

2,829 

4 


o,oo 3 

0 , III 

0,225 

0,358 

0 , 5 i 9 

0,704 

0,924 

I ,218 

1,664 

2,341 

5 . 


o,oo4 

0 , II 2 

0,226 

0 ,358 

0,522 

0,700 

0,935 

1,219 

1,664 

2,353 

6. 


o,oo 4 

0,112 

0,226 

0,359 

0,522 

0,706 

0,937 

1,219 

1,672 

2,368 

7 . 


o,oo8 

0,112 

0,227 

0,359 

0,628 

0,706 

0,939 

I ,223 

1,675 

2,379 

8. 


0,011 

0,112 

0,227 

0,359 

0,624 

0,707 

o, 9 'io 

I , 282 

1 ,680 

2,387 

q. 


0,012 

0,112 

0,229 

0,359 

0,626 

0,707 

0,941 

I ,282 

1 , 683 

2,387 

10 


o,oi 3 

0, 1 12 

0,281 

o, 3 Co 

0,026 

0,709 

0 , 9^42 

I ,282 

1,687 

2 ,400 

11 


o,oi 3 

0 , Il 5 

0,282 

o, 36 o 

0,525 

0,711 

o, 9 lo 

1 ,236 

1,688 

2 , 4 i 3 

12. 


o,oi 5 

0,118 

0,282 

o, 36 o 

0,526 

0,711 

0,9'fo 

1 ,241 

1,689 

2 , 4 i 5 

13 


o,oi6 

0, I iS 

0,283 

o, 36 i 

0,527 

0,71a 

0 , 9^7 

1,241 

1,704 

2,445 

14 


o,oi6 

0,118 

0,235 

0,362 

0,628 

0,713 

0,947 

1,241 

‘.704 

2,446 

15 


o,oi6 

0,119 

0,235 

0,363 

0,529 

0,714 

0,960 

1 ,24^ 

".707 

2,460 

16 . 


o,oi6 

0,122 

0,286 

0,363 

0 , 53 1 

0,717 

0,960 

1 , 244 

1,710 

2,^68 

17 


0,017 

0,123 

0,242 

0,363 

0,543 

0,718 

0,960 

1,254 

1,713 

2 , 5 io 

18 


0,020 

0,124 

0,2^9 

0,366 

0,544 

0 , 7^9 

0,960 

1 , 264 

1,713 

2 , 5 i 6 

19 . 


0,021 

0,124 

o, 25 i 

0,369 

0,545 

0,719 

0,954 

1,270 

1,714 

2,543 

20. 


0,021 

0,129 

0 , 25 i 

0,372 

0,545 

0 . 7^9 

0,968 

1,274 

1,720 

2,601 

21 


0,022 

o,i 3 o 

0,252 

0,374 

0,548 

0,7^9 

0,961 

1 , 277 

1,724 

2,608 

22. 


0,023 

0, t 3 o 

0,252 

0,375 

0,549 

0,722 

0.965 

1 ,280 

1,734 

2,666 

23 . 


o,oi 3 

o,i 3 i 

0,252 

0,876 

0,549 

0,781 

0,967 

1 ,282 

1,787 

2,672 

24 , 


0,025 

o,i 3 i 

0,253 

0,876 

o, 55 i 

0,733 

0,969 

1 ,285 

'1737 

2,678 

25 . 


0,026 

0, i 3 i 

0,255 

0,377 

0 , 55 1 

0,7.35 

0,969 

i, 3 oo 

1,788 

2,675 

26 . 


0,027 

0, i 3 i 

0,256 

0,377 

0,552 

0,739 

0,97a 

i, 3 o 2 

1,7^2 

2,691 

27 ,, 


0,027 

0, 182 

0,257 

o, 38 o 

0,553 

0,742 

0,973 

1 , 3 o 6 

1,745 

2,695 

28 ., 


0,028 

0,1 33 

0,259 

0,382 

0,557 

0,743 

0,976 

1 , 3 io 

1,747 

2 ,706 

29 .. 


0,029 

0, i 33 

0 , 264 

0,385 

0,558 

0,7^4 

0,976 

1 , 3 i 5 

1^747 

2,707 

30 .. 


o,o 3 i 

0, i 34 

0,267 

0,386 

0,565 

0,745 

0,977 

1 , 3 i 5 

1.709 

2,710 

31 .. 


0 ,o 32 

0, i 34 

0,268 

0,386 

0,566 

0 , 74 ? 

0,978 

1,320 

1,761 

2,717 

32 . 


0 ,o 32 

o,i 34 

0.274 

0,388 

0,566 

0,748 

0,990 

1,824 

1,766 

2.739 

33 ., 


0 , 034 

0, i 36 

0,274 

0,388 

0,671 

0,748 

0,993 

1,324 

I >799 

2,742 

34 ., 


o,o 35 

0,187 

0,277 

o, 38 g 

0,672 

0,701 

0,990 

1 ,329 

1 ,801 

2,762 

35 ., 


0,087 

0,187 

0,278 

0,390 

0,672 

0,753 

0,998 

i, 33 o 

1 , 8 o 3 

2,772 

36 . 


0,087 

o,i 38 

0,279 

0,394 

0,573 

0,753 

1 ,002 

1,341 

1 , 8 o 4 

2,806 

37 .. 


o,o 38 

o,i 38 

Oj279 

0,896 

0,574 

0,757 

i,oo 5 

1,342 

1 ,8io 

2,827 

38 . 


0,089 

0,i4o 

0,281 

0,396 

0,570 

0 , 7^9 

1,009 

1,343 

i, 8 i 3 

2,891 

39 .. 


0,o4o 

o,i4i 

0,283 

0?% 

0,678 

0,739 

1 ,016 

1,343 

1 ,821 

2,905 

40 . 


0,042 

o,i4i 

0,284 

o, 4 o 4 

o, 58 o 

0,764 

1 ,020 

1,343 

1,833 

2,923 

41 .. 


0 , 042 

o,i4i 

0,285 

o, 4 o 4 

0,583 

0,765 

1,024 

1,349 

1,889 

2,969 

42 .. 


0 ,043 

o,i4i 

0,286 

o, 4 o 5 

0,584 

0,767 

1,024 

1,355 

1,867 

2,970 

43 .. 


0,045 

0,143 

0,286 

o,4o6 

0,584 

0,768 

1 ,028 

1,357 

1 ,862 

2,976 

44., 


0 , 045 

0,147 

0,286 

0,407 

0,586 

0,768 

1,087 

1 , 36 i 

1,883 

2 ,980 

45 .. 


0,045 

o , i 49 

0,287 

0,409 

0,687 

0,770 

i,o4i 

1,367 

1,884 

3,029 
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Tir de 1000 BALLES. — Valeurs de H. (Suite.) 

<0,105 <0,223 <0,356 <0,511 <0,693 <0,913 < 1,206 <1,609 <2,303 >2,303 

46 O5046 o,i5o 0,287 0,41^ 0^589 0,770 i,o44 1,885 3,n4 

47 0,047 o,i5o 0,287 o,4io 0,589 0,771 i,o44 1,885 3,i25 

48 0,047 o,i53 0,287 0,410 0,596 0,777 i,o53 1,376 1,888 3,i45 

49 o,o5o o,i54 0,288 o,4ii 0,597 0,779 i,o55 1,377 1,891 3, 168 

50 o,o5o o,i54 8,288 o,4ii 0,598 0,779 i,o36 i,384 1,895 3,225 

51 o,o54 o,i54 0,288 o,4i*i 0,602 0,780 1,057 1,901 3,270 

52 o,o56 o,t 57 0,290 o,4i4 o,6o3 0,782 1,009 1,398 1,908 3,348 

53 o,o56 o,i58 0,292 0,421 0,604 0,785 1,059 1,397 1,934 3,357 

54 o,o56 o,i58 0,293 0,422 0,604 0,792 i,o59 i,|o6 i,953 3,382 

55 0,067 0,169 0,295 0,422 0,607 0,794 1,060 1,406 1,960 3,382 

56 0,061 o,i5g 0,295 0,424 0,608 0,794 1,068 1,407 1*969 3,386 

57 0,062 o,i5g 0,296 0,420 0,609 OjSoo 1,069 ^*4 ^^ ^j970 6,892 

58 o,o6i 0,160 0,296 0,427 0,610 0,801 1,069 ^j 4 i 9 1*97^ 3, 402 

59 0,064 0,161 0,296 0,427 0,610 o,8o4 1,069 1*426 1,981 3, 402 

60 0,067 0,161 0,297 0,427 0,611 0,806 1,079 1,427 1.988 3,4i3 

61 0,068 0,161 0,298 0,428 0,614 0,806 1,081 1,460 1,999 3,5o2 

6ti o,o6S 0,164 0,299 0,429 0,618 0,806 1,082 i,43o 2,001 3,611 

03 0,068 0,168 o,3oi o,43i 0,623 0,807 1,093 i,43o 2,006 3,611 

61 0,069 0,168 o,3o3 0,467 0,628 0.812 1,094 1,435 2,018 3,619 

65 0,069 0,170 o,3o6 0,437 0,633 o,Si4 1,098 1,467 2,028 8,622 

66 0,069 0,171 0,809 o,44i 0,634 0,820 1,100 1,467 2,029 6,680 

67 0,069 0,172 0,809 0,442 0,636 0,821 1,100 i,45o 2,089 6,704 

68 0,072 0,173 o,3io 0,445 0,687 0.821 1,109 1,454 2,o48 3,716 

69 0,072 0,174 o,3io 0,447 0,640 0,828 i,ii6 1,459 2 ,o55 8,740 

70 0,078 0,174 o,3io 0,448 o,64i 0,823 i,ii8 1,462 2,oSi 8,787 

71 0,073 0,174 o,3io 0,448 0,643 0,825 1,122 1,475 2 ,o 85 3,796 

72 0,074 0,176 o,3ii 0,449 0,643 0,826 1,124 1*482 2 ,oS6 3,806 

73 0,075 0,176 o,3ii o,45i 0,645 0,827 i,i3o 1,486 2,107 6,924 

74 0,076 0,177 o, 3 i 5 o, 45 i 0,646 o,83i i,i34 ;,486 2,114 6,925 

75 0,077 OjiyS o,3i8 0,458 0,646 o,836 i,i45 1,490 2,ii5 8,946 

70 0,077 0,178 o,3ig 0,461 0,649 0,836 i,r47 i,5oo 2,117 6,949 

77 0,078 0,179 0,320 0,463 0,649 0,840 i,i48 i,5o3 2,127 4 ji 65 

78 0*079 o,i8o 0,320 0,464 o,65i 0,840 i,i53 i,5o9 2,i3i 4 ji 55 

79 0,080 o,i83 0,321 0,464 0,652 o,S4o t,i 55 i, 5 i 3 2,142 4*161 

80 0,080 o,i83 0,322 0,464 0,652 0,842 1*169 i;5i3 2,196 4*252 

81 0,080 o,iS5 0,322 0,464 0,662 0,843 i,i63 i,5ig 2,195 4*661 

82 0,082 o,iS8 0,328 0,467 0,654 0,846 i,i6S 1,628 2,212 4*672 

83 o,o83 0,191 0,328 0,468 0,656 0,847 ^>^79 i*534 2,288 4*^90 

84 0,089 0,191 o,33o 0,470 0,657 0*847 ijiSo i,56i 2,240 4,687 

85..W-,. . 0,089 0,194 o,33i 0,470 0,657 o,85o 1,181 i,56i 2,242 4*710 

86 0,090 0,194 0,336 0,472 0,657 0,852 i,i86 1,562 2,249 4.896 

87 0,092 0,196 0,337 0,476 0,660 0,852 1,192 1,566 2,265 4*946 

. 88 0,092 0,195 0,337 0,474 0,660 0,855 1,197 1*568 2,278 5,6i3 

89 0,093 0,197 o,34o 0,470 0,662 0,858 1,197 1.579 2,281 5,868 

90 0,095 0,197 0,340 0,480 0,664 0,869 '' 1*682 2,3oo 5,892 
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Tir de 1000 B\LLES. — Valeurs de H. (Fin.) 

<0,10S <0,223 <0,356 <0,511 <0,693 <0,913 <1,206 <1,609 <2,303 >2,303 


91 0,198 0,342 o,4S5 0,667 0,859 // 1,586 // 5,955 

92 0,096 0,199 o»343 0,485 0,668 0,869 // i,588 // 6,980 

93 0,097 0,200 0,346 0,486 0,670 0,865 ir i,6o3 it 7,609 

94 0,097 0,202 0,346 0,486 0,673 0,865 ir 1,609 " 8,126 

95 0,097 o,2o3 o,35i 0,489 0,676 o,S66 // // n 8,181 

96 o?097 0,204 0,355 0,489 0,677 0,869 // n u 9,640 

97 O1099 0,206 0,356 0,491 0,682 0,869 " " " 10,667 

98 0,102 0.208 0,356 0,491 0,687 0,870 ir It // (^) 

99 o,io3 o,2og 0,356 0,494 0,687 0,872 n // // r / 

100 ft o, 2 i 4 0,356 0,494 0,690 o,S8i n It n // 

101 // 0,2i4 // 0,496 // 0,886 // If // // 

102 // o,2i5 // o,5oo It 0,887 n // ti // 

103 // o,2i5 // o,5oi If 0,888 If ft ff tf 

104 ft o,2i 5 // o,5o3 ft 0,893 It ft ti u 

105 ft 0,217 ft 0,607 ft 0,894 tr ft ft If 

106 ft 0,226 ft 0,609 " 0,897 " 

107 ft If ft o,5io ft 0,897 ft n n ft 

108 ft ft ft 0,5 10 ft 0,899 " " " 

109 t ! ff ft ft ft 0,900 tf // ft ft 

110 n ft ft ft ft 0,901 tf ft ft tf 

111 ft If ft ff ft 0,908 ft ft ft If 

112 tt ft tf ff // o,9o!f ff ft ft ft 

113 tf If tt It tt 0,906 tf n ft If 

114.. .... ff If ff ft ft 0,909 ft ft ft ft 

115.. . . ft ft ff ft ff 0,918 ft ft ft ft 


Les nornbres de balles placees dans les divers intervalles aux- 
quels correspondent des probabilites egales a sont, d’apr^s ce 
Tableau, 99, 106, 100, 108, 100, 1 1 5 , 89, 94, 90, 97. 

Auciin d’eux ne s’ecarte assez du noinbre le plus probable 100 
pour dementir la theorie. 

A cbacLiue des li mites adoptees pour H correspond, nous I’avons 
dit, une probabilite -j~, et 100 balles par intervalle repr^sente- 
raient I’evenement le plus probable. L’evenement le plus probable 
se presente rarement, il j a toiijours un ^cart. La valeur probable 
du carre de I’ecart calculee plus loin ( 187 ) est 


(1) Plus deux balles mises hors la cible. 
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La somme des carres des hearts observes est 

I -t- 36 -4- 64 -h 225 -f- 12 i-t- 36 1 00 -h r = 624 ; 

la moyenne est 62,4* 

Le carr^ de I’ecari moyen est done inferieur a sa valeur pro- 
bable, et I’accord de la th^orie avec les fails est aussi satisfaisant 
que possible. 

La valeur probable de H est, nous I’avons demontre, ^gale a 
I’unite. La valeur moyenne des 998 valenrs donnees par le ha- 
sard est 0,981. L’accord, on le voit, est de nouveau tr^s satis- 
faisant. 


186. Nous avons trouve (181 ) la valeur probable du parametre H, 
caracteristique des ellipses de probabilite donnee, egale a I’unite. 
II est interessant de chercher la valeur probable du cai-re de Terrenr 
commise en egalant a I’unite la moyenne des valenrs de H, e’est- 
a-dire de calciiler la valeur probable avant Fepreuve de 


( 


n 



H,, Hs, etant les valeurs de H relatives aux diverses 

ep re lives. 

On a 


(II) 


(ik 


H.- 






La valeur probable de Hf est 



dE == 


2; 


celle de est I’unit^, et la somme (i i), en ayant egard aunombre 
de termes compris dans chaque somme S, est 


2 

n 


.2 -f-i = 

n 


Tefle est la valeur probable du carr6 de Ferreur commise en 
Egalant la moyenne des valeurs de H a Funite. 
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187. Nous avons trouve la vaieur de H pour laquelle la proba- 
bilite de voir la balle se placer a rintcrieiir de I’ellipse correspon- 
dante est 

Soient N le nombre des balles qui frapperont dans I’interieur de 
I’ellipse, n celui des balles lirees; la dlfb^renoe 

10 


sera petite si n est grand. Clierchons la valeiir probable dn carre 



La vaieur probable de N est par consequent, celle de 
est ^^5 et I’expression ( 12 ) peut 4tre remplacee par 


N2 — 




est doime, piiisque ?i est le nombre des balles qui ont 6t4 

tirees; nous devons chercher seiilement la vaieur probable de N^, 
N est le nombre de balles plac^es dans I’interienr de I’eUipse. 
Le probl^me est done celui-ci : 

Un evenenient a pour probabilite quelle est la vaieur pro- 
bable du carre du nombre de Ibis qu’il se presentera sur n eprenves? 


Soient p la probabilite de Tevenement {p est id egal a et q 
la probabilite de I’evenenient contraire. 

*Le developpement 

(/? -f- qy^ — np^^-^g + qti 


donne, par ses diff^rents termes, les probabilites des combinaisons 
qui peuvent se produire. 

Si done on represente cette somnie par 
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la valeur probable dii carr^ dii nombre m d’arrivees de I evene- 
meut dont la probabilite est p est 

A, 

on a 

En prenant la derivee par rapport a /? et mnltipliant par /?, 
-^qy^~^P = '^mkmp^^\ 

prenant de nouveau la derivee par rapport k p ei multipliant 
par/?, 

n(p -h q )"-!/? -h n{n — i)(p q = 21 /tz® 
et, puisque p q = i, 

S m^kmP"^= np n{n — i)p^= npq. 

p est jijj, q est la valeur probable de est done 

on 

h — 

lOO 100 

et, par consequent, celle de ^ est 

9J1. 

lOO 

La difference N — ~ doit tr^s probablemenl aug-menter indefi- 

niment, comme le font toujours les valeurs des differences abso- 
lues entre les grandeurs dont les valeurs probables sont egales; 
mais la difference des valeur& relatives 



tendra vers zero, car la valeur probable de 



est 
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Le rapport dii nombre N des balles qui se placeront dans I’inte- 
rieur de la petite ellipse, au nombre total n des balles tirees, Lend 
vers -j— quand n augmente, puisque la valeur probable du carre de 


la difference avec est 


9 


1 00 /I 
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CHAPITRE X. 

LA. THEORIE DES MOYENNES. 


Errorum rcgularium consideratio propria ab institulo 
nosiro excluditur 


Gauss. 


188. Abandon necessaire de la loi de Gauss. — 189. Conditions impos^es i la loi 
inconnue qui devrait la remplacer. — 190. Determination expenmenlale de la 
partie constante de Perreur — Evaluation de I’erreur k craindre. — 191. La 
moyenne des inesures converge vers la valeur veritable augmentee de I’erreur 
constante. •— 192. Valeur probable de la constante caractenstique designee 
par L’evaluation de Terreur k craindre depend d’une constante nouvelle. — 
193. La constante diminue quand on relranche I’erreur constante. — 194. Im- 
portance de la valeur de tw-; insuffisance de la formule la plus simple. Cor- 
rection proposee sans preuve bien satisfaisante. — 195. Observations de merite 
indgal. •— Poids d’une observation. — 196 Objection de Poisson a la theorie 
des moyennes. — Cause de I’exception. 


188. Ni le succes pr^s des observaieurs de sa loi de probabilite 
des erreurs, ni Ja simplicile des consequences, ni leur accord con- 
stant avec les fails n’ont decide •^on illustre inventeur a yvoir une 
verite demon tree. Nous avons indique Jes graves objections que 
laisse subsister (138) ia demonstration. Jamais Gauss ne les a pro- 
posees, raais Tabandon de sa premiere theorie permet de croire 
qu’elles s’dlaient presentees k son esprit. 

Sans renoncer aux mkhodes deduites de cetle theorie et deve- 
nues indispensables, Gauss a voiilu les etablir sur des [irincipes 
plus certains. 

La recherche d’line loi rigoureuse pour representer la probabi- 
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lite des erreurs ne semble laisser aucun espoir de siicces : les plus 
illustres j ont echoiie et les donnees du probleme ne semblent 
donner prise a aucune recherche Lheorique. 

Gauss, sans chercher cette loi inaccessible, variable sans aucun 
doute d’un cas a Fautre, a su, tout en laissant la fonction indeter- 
minee, resoudre rigoureusement le probleme. 

La fonction inconnue, d’apres Fingenieuse maniere dont il pose 
la question, figure seulemeut dans des integrales definies dont les 
valeurs numeriques devienuent les constantes caract^ristiques d’uii 
s^steme d’observations. 


189 . Supposons qu’en mesurant une grandeur la probabilite 
d^iine erreur comprise enire 2 et z dz soit representee par 
cp (z) dz. La fonction inconnue f(z) doit satisfaire a quelqiies con- 
ditions qu’il faut dire : 

On a rigoureusement 


(i) 



I. 


II faut bien, en efiPet, que Ferreiir ait une valeur, et la somme 
des probabilites pour tons les cas possibles, entre — 00 et H-oo, 
represenlant la certitude, doit etre egale a Funite. 

Si les mesures n’ont pas d’erreur sjstematique et que Finstru- 
ment rende les erreurs positives aussi probables, exactement, que 
les erreurs negatives, on aura 

= ©(— ^). 

C’est ce que nous avons suppose jusqu’ici, admettant qu’avant 
Fetude dhin cas particulier on ait determine Ferreur constante de 
Finstrument, pour la faire disparaiire ou pour en corriger les 
resultats. 

Ne faisons pas d’abord cette hjpothese, et posons 
(2) f dz = a\ 

%J — 00 

a sera une constante que Fon peut appeler Verreur probable. 
Gauss la nomine la partie constante de Verreur, Quandon Faura 
B. 16 
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delerminee pour iin instrument donne et un observateur designe, 
on la retranchera de chaque mesure; I’erreur, qui etait-S, devien- 
dra z — a. En posant 

js — a 


la probabilite de Terreur y sera toujours Jp (>^) dz'^ si on la nomme 


y yf{y)dy— j 


(z — a)^{z) dz 


etj a cause des conditions (i) et ( 2 ), 


/* yf{j)dy- 

U — 00 


o. 


La valeiir probable des erreurs corrigees est done egale a z6ro 
et, ce qui revient au m^me, leur partie constante est nolle. 

Nous parlons de la diOerence entre la valeur exacte et la valeur 
observee, qui pent ^ire positive ou negative, et non de I’erreur 
absolue, toujours positive, dont la valeur probable, evidemment, 
ne saiirait ^tre nulle* 


190. La determination de la constante a sera facile, en gene- 
ral ; on mesurera un grand nombre de fois une grandeur bien 
connue. 

Soient ^o, ..., les erreurs successivement commises, on 
prendra 

3 = a. 


La valeur probable de Terreur doit, en efFet, d’apr^s le th^oreme 
de Bernoulli, differerpeu de la mojenne des erreurs. 

On peut aller plus loin et doimer une appreciation de Terreur a 
craindre, en acceptant Tequation (3). 

Posons 


U) 



dz = 


La constante est determinee pour chaque sjsteme d’expe- 
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rieoce. On en trouvera la valeur approchee, experimentalement 
comme on a trouve celle de a, 

Cherchons la valeur probable de 


(5) 


( 62 ♦ » H- 

V 



elle donnera, evidemment, une indication de i’erreur a craindre 
qiiand on accepte comme nulle la grandeur positive qu^elle repre- 
sente. 

Cette expression (5) pent s’ecrire 


— - H r Set -t- «-• 

n- n 


La valeur probable de e} est, quel que soil e, 


celle de 



^20(2) dz = m 2 ; 



et, par consequent, celle de est 

Ces valeurs sont les memes pour toutes les valeurs de i, car 
I ’appreciation de Ferreur d, craindre est supposee faite a I’avance : 
elle est relative aux instruments dont on dispose, aux mdthodes 
employees et k I’habilete connue de I’observateur. Sa valeur n’a 
rien de fortuit. 

L’expression (5) devient, en ayant dgard au nombre des termes 
de chaque somme, 


c’est-a-dire 

(6) 


m® 

n 


n(n — i)a2 


n 


H- 


m2— a2 


n 


La valeur probable du carre de I’erreur commise en prenant 
pour a la moyenne des erreurs tend done vers zero lorsque n 
augmente. 


191. La moyenne d’un nombre de mesures de plus en plus 
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grand convergera vers la valeur veritable augmentee de Ferreur 
constante a. 

On aura, en effet, en nommant ^ 2 , Xn les evaluations 
successives d^ine inenie grandeur z et e,, erreurs 

correspondantes, 

ir?2 = ^ 62, 


Xji — aS 6/1^ 

-h Xfi j e \ ^<9 -h . . . -h e fi 

- ^ > 

et, puisque la mojenne des erreurs difTere peu de a quand n est 
grand, la moyenne des valeur-> de x diflerera peu de .5 H- a; et, si <2 
a ete donne par I’etude prealable de Finslrument et de la methode, 
en le relranchaul de la moyenne, on aura line evaluaiion dela gran- 
deur mesuree d’autant plus certaine que les mesures seront plus 
nombreuses. ^ 

L’erreiir commise sera exactement 

-f- 

a ; 

n 

la valeur probable de son carre est inversement (190) propor- 
lionnelle a n : on pent done la regarder elle-m^me comme de 

Fordre 

\Jn 

La con dance meritee par la moyenne d’une serie de mesnres 
s’accroit comme la racine carree de leurnombre. 


192. Pour obienir, dans un systeme donne d’observations, la 
valeur probable de la constante mr^ on fera une serie de mesures 
072, *.*, x,i d’une grandeur bien connue ^ Favance. , 
^ 2 , en etant les erreurs successivement commises, on pourra 
prendre 


ef -h e\ - 4 -. . e\ 
n 


= 7322 . 


L’erreur a craindre en adoptant cette Equation sera d’autant 
moindre quejle nombre n des mesures sera plus grand. II faut, 
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pour I’evaluer, chercber la vaieur probable de 


Posons 


(i 





dz = 


h sera une nouvelle constante liee a la perfectiou du sysleme d’ob- 
servation et, comme m, d’aiitanl plus petite que le sjsteme de 
mesures sera meilleur. 

h'* esl la vaieur probable de la quatrieme puissance de Perreur 
coinmise dans une observation. 

On a 


( 7 ) 


(± 




et ■ 


Se? -h m^. 

n * 


La vaieur probable de el est quel que soit i* celle de ef est 
m- et celle de ef ef,, par consequent, La vaieur probable de ( 7 ) 
est, par consequent, 


n 


n{n • 


■i) , T.m'^n 

— 




c'est-a-dire 


( 8 ) 


h’* — m'* 
n 


elle tend vers zero lorsque n augmente. 


193. Lorsque Ton etudie un instrument, si Ton ne peut pas 
faire disparaiire les erreurs constantes, le premier soin doit ^ire 
de determiner Perreur probable a; elle sera retranchee de cbaque 
resultat donne par Pinstriiment, la difference devenant Pevaluation 
accept^e. 

La vaieur de relative anx mesures ainsi prises, est toujours 
plus petite qu’avant la correction ; plus petite m^me que si, au lieu 
de retrancher a, on faisait une autre correction constante, quelle 
qu’elle fut. 

Lorsque z est remplace par ( 4 ? — a), la vaieur probable du carre 
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{z — aY<^iz)dz= J' z^(^{z)dz — aa z ^{z) dz-^a'^ j* ^{z)dz 
et, a cause des equations 

/ OO ^00 

^{z)dz = i^ I z(^(z)dz=:a, 

f {z — aY^{z)dz = m^— a'^, 

«✓_ eo 


plus petite que m-. II n’y a pas a craindre que soil plus grand 
que car le premier membre est essentiellement positif. 

Si, au lieu de a, on retranchait de z ime autre constante a, on 
aurait 


irt oO 

I (z — ay(D(z)dz 

^ao ^ so ^00 

= / z^o(z) dz — 2a / z^(z) dz tx.'^ I ^(z)dz 

= 7n2 — 2aa H- a2= m2 — a^^(a — a)2, 


plus grande que m'^ — 

194. La valeur de quand on la calcule, comme on doit le 
faire, apr^s avoir corrige chaque observation de sa parti e con- 
stante, est la mesure du degre de confiance a accorder au syst^me 
considere. 

Si est petit, tonte erreur qui n'est pas tres petite en valeur 
absolue a une probability Ires petite. La valeur probable du 
carry de I’erreur ne pourrait pas evidemment, sans cela, ytre Ires 
petite. 

Si est grand, on peut craindre de grandes erreurs; leur pro- 
bability ne peut pas dire petite. 

La dytermination de est done importante. La regie donuye 
la fait dependre de I’yquation 


n 


= 7 ?i 2. 
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et, pour connaitre 772, il faiiL, par consequent, connaitre d’abord 
les erreurs commises dans line serie de mesiires. 

Si cette condition n’est pas remplie, on procedera comme on a 
fait (160) pour un probleme semblable, 011 , plui6t, pour resoudre 
le m^me probleme que nous avons deja rencontre. Nous avions 
trouve, en etiidiant une loi de probabiliLe d’erreurs, 

ef -h- e I ^ 

n ■” 24 : 2 ’ 


eo, e„ etant les erreurs successivement commises. C’est 
precisement la m4me formule, demontree de la m^me maniere, 

dans laquelle represente Tintegrale 


qui remplace 


J—cas/'K 


J' ^2 5p ( ^ 


lorsqne la probability d’une erreur s, an lieu d’etre cp( 5 ), est 

JL 

sfk * 


Nous pouiTODS, comme nous I’avons fait (160), rem[)lacer les 
erreurs fio, ..., si elles ne sont pas connues, par leiirs va- 
leurs approchees, qui seront les differences entre chaque mesure 
et la mojenne, et Ton devra, comme il a dty expliqu^, remplacer 
apres cette substitution le dynominateur n par n — i. 

La dymonstration, nous I’avons vu, suppose que Ton nyglige 
nn terme dont la petitesse nycessaire est tres iraparfaitement de- 
montree. 


195. Lorsqu’une myme grandeur X a ete mesurye par des pro- 
cydes diffyrents, ou par divers observateurs avec des instruments 
de myrite inegal, on ne doit pas prendre la moyenne. Les obser- 
vations les plus digues de confiance doivent garder une influence 
plus grande. 

Soient evaluations d’une m^me grandeur. 

Supposons que chacune des evaluations soit corrigye de la parlie 
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conslante, de telle sorte qiie Ja valeur probable de I’erreur ait ete 
rendue nulle. 

Soient m\ ies valeurs supposees connues dc la 

constante m pour cbaciin des sysLemes de mesiires qui ont fourni 
ces n valeurs. Si I’on fait enlrer dans la determiual ion pliisieurs 
mesnres prises dans les memes circonstances, on supposera Ies 
valeurs de m egales. 

Cherchons parmi les expressions de la forme 

(9) X = Xi -{— X2 ^2 

celle qui doit inspirer le plus de coofiance. La valeur a adopter est 
celle, evidemment, qui rendra minima la valeur probable du carre 
de Terreur commise. 

On doit avoir necessairement 

(10) Xj H- Xo X/i = I j 

car, sans cela, toutes les mesures ^tant snpposees exactes, la valeur 
qu’on en d^duit ne le serait pas. 

L’erreiir commise dans revaluation (9) sera 

Xj -f- X2 ^2 X,i €ii ; 

elle a pour carre 

La valeur probable de Ci est nulle; par consequent aussi, celle 
de celle de e? est m-. La valeur probable du carre de i’erreur 
commise esc, par consequent, 

Xf X|m| -h. . .-h 

II faut cboisir les valeurs de )v4, A2, \n qni rendent cette 
somme minima en satisfaisant a I’equation (10). 

II faut egaler a zero les deux differentielJes 

1 -f- h- . , . -j- = o , 

Xj -H ‘2 7712X2 , . . H- 2 nXri^rt = 0 . 


La seconde de ces equations doit etre la consequence necessaire 
de la premiere. II faut pour cela que les coefficients des differen- 
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tielles soient egaux et qne I’on ait 

?n\\i= m\ X 2 = . . . = m3 X/i ; 


on en deduit, a cause de ( 10 ), 


I 



et la valeiir de X qu’il faut adopter est 



G’est la mojenne des valeurs successivement obtenues apres que 
chacLine a ete mullipliee parun factenregal a I’inverse de la valeur 
correspondante 

Ce lacteur d’autant pins grand que est plus petit et que, 

par consequent, la mesure merite plus de confiarice, se nomme le 
poids de observation, 

r observations semblables equivalent, d’apres la formule, a une 
seule qui aurait un poids r fois plus grand. 

Si la probabilite d’une erreur z ei>t 


on a 


v/tu 




m2 = 


I 

2^2 


Le poids d’une observation est proportionnel a 
La definition nouvelle se trouve d’accord avec celle qui a et^ 
donn^e. 

Le mol precision ne peut pas (16S), dans le cas general, ^tre 
defini avec la meme rigueur. 


196. La regie relative aux moyennes, et la securite qui en resnlte, 
esl demon tree independamment de toute hypothese sur la loi de 
probability des erreurs. 
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Poisson a signale conime une objection le cas ou la fonction ^(z) 
serai t proportionnelle a 

1 


En la representant par 


on doit avoir 


on en deduit 


£ 


G ds 

“ Gdz 
22 

■jtG 

— =*’ 

G=^. 

7 C 


r= i; 


La probabilite d’une erreur comprise entre et ^ -h est 
alors 


(II) 


A" dz 


n /c2-i-^2 


Dans ce cas, Pintegrale 

/c r" z^dz 

designee dans la demonstration par est infinie. Le poids^ 
d’une observation est nul. 

11 n’j a pas lieu de s’^tonner si la conclusion est en defaut. 
L’hypothese est realisee par une girouette qui tourne librement 
sans que rien la dirige. Consideree comme un instrument destine 
a montrer une direction, celle du nord par exemple, elle donnera 
precisdment la probability d’erreur exprimee par la formule (ii). 

Nommons en eS'et, la distance a laquelle la direction pro- 
longee de la girouette coupera une perpendiculaire a la ligne que 
Ton pretend determiner, si la girouette fait avec cette ligne un 
angle on aura 

('2) cp = arc tang 
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Toutes les valeurs de o comprises entre — ^ ^ 

lement probables. 

La probabilite pour que Tangle designe par le hasard tombe 
entre cp et cp + d'f esL 

do 

'IZ 

L’equation (12) donne 

j Jk dz 

La probabilite d’une erreur, sur comprise entre z el z dz 
est done 

k dz 
Tz A:2-j- 


C’est precisement la formule (i i). 
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CHAPJTRE XL 

COMBINAISONS DES OBSERVATIONS. 


Nachdem der Observator das Seini^e ^ethan hat, ist 
es an dem Geometer die Unsicherhcit der Bcobachtun- 
gen und der Rechnung daraus abgelciteten Gr6t>sen, 
nach slreng mathematischen Prmcipien zu wurdigen. 

Gauss. 


197. La theorie des moyennes n’est pas applicable, en general, a la determination 
sirnulianee de plusieurs grandeurs. — 198. Lorsque plusieurs valeurs d’une 
m6me inconnue sent independantes, on pent prendre la moyenne en ayant 6gard 
k leur poids; premier exemple. — 199. Deuxieme exemple. 200. Troisieme 
exemple. 201, 202. Probleme dans lequel les valeurs d’line m^me inconnue 
ne sent pas independantes, resolu en suivantle prmcipe de la demonstration, dont 
il faut changer le detail. — 203. Probleme g^n^ral ; premiere solution de Gausa* 
— 204. En ne faisant, en apparence, aucune hjpothese sur la loi de probabi- 
lite, on ne change pas essentiellement les conditions de Tenonce. — 205 Sub- 
stitution de la plus petite valeur probable du carre de I’erreur a Terreur la 
plus probable. — 206 Lorsque le nombre des equations surpasse celui des 
inconnues, il existe entre les erreurs des relations necessaires qui ne sont pas 
saiisfaites. — 207. Expression adoptee pour I’une des inconnues; on rend le 
carr6 de la valeur probable de Terreur minimum. — 208. Les erreurs dtant tres 
petites, la solution est la plus gentole. — 209 Valeur probable du carre de 
Perreur k craindre — 210. Premier exemple. — 211. Second exemple. — 
212. Les valeurs probables des carres des erreurs commises sont independantes 
de la concordance des r6sultats; explication de ce paradoxe. — 213. Les for- 
mules sont demonlrees pour des observations qui ne sont pas encore faites. — 
214. On peut se placer k un point de vue tres dilFerent; le probleme devient 
insoluble. — Developpement sur un exemple. La valeur probable a priori de 
rinconnue que Ton veut calculer a posteriori est un element n^cessaire de 
la solution. — 215. La question appartient a la theorie de la probabilite des 
causes; faute de Pune des donn^es indispensables, la solution est impossible. — 
216. Discussion d'un probltoe analogue. — 217. 6tude du probleme g6n6ral; 
les solutions sont en nombre infini. — 218. Premier exemple. — 219. Second 
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exemple. — 250. Evaluation, dans un cas tres simple, de Terreur a crarndre 
en egalant la valeur vraie ^ la valeur probable — Calculs numeriques. — 
221. Theoreme des momdres carres. — 222. Simplification des calculs — 
223. Exemple. — 224. TJieorie de Gauss — 225. Objections de Bienayme. — 
226. Les corrections prescrites par la methode dcs momdres carres .-^ont des 
foncLions determinecs des crreurs reellement commises, — 227 Expression de 
la somme des carres de ces corrections. — 228 Valeur probable de celtc somriie. 
— 229. Exemple. — 230 Incertitude de quelquea assertions compiomettantes 
pour la iheorie. 

197. Lorsqu’nne meme grandeur a ete mesuree phisietirs fois 
et que les resultats ne s’accordent pas, s’ils inspirent une egale 
confiance, il faut en prendre la mojenne ; si leurs poids sont 
inegaux, on tient compte (195) dans le calciil de leurs valeiirs 
relatives. 

Lorsque pltisienrs grandeurs ont ete mesurees et qu’elles doi- 
vent servir a determiner des inconnues par des equations plus 
nombreuses qu’il n’est necessaire, le probleme semble de meme 
sorte. On poss^de, en effel, aulant d’appr^ciations differentes de 
chaque grandeur que de groupes d’equations pouvant les deter- 
miner ; mais ces appreciations ne sont pas independantes : cela 
exige un changement de methode. 

Si Ton a, par exemple, mesure les trois angles A, B, C et les 
trois c6tes a, 6, c d’tin income triangle, on pourra adopter comme 
valeur de Tangle A, soil la mesure A dii'ectement obteniie, soit le 
supplement de la somme B -f- C, soit celle que Ton obtient en 
associant B on C a deux quelconques des cotes, soit enfin prendre 
pour donnees les trois cdtes. 

Lors m^me que Ton aurait evalue les poids relatifs de ces neuf 
valeurs de Tangle A, la theorie des moyennes ne serai t pas appli- 
cable. La combinaison qiTelle present vaudrait mieux, peiit-etre, 
que Tune des mesures adoptee sans correction, mais elle n'est 
pas la plus plausible entre toutes. La theorie des moyennes sup- 
pose, en efFet, I’independance des mesures associees. La valeur 
probable de chaque erreur est supposee mille, ainsi que celle des 
produits de deux erreurs. Les erreurs positives, en d^mtres termes, 
out, par hypothese, m^me probabilite que les erreurs negatives: 
cette condition n’est pas remplie dans le cas qui nous occupe. Si 
Ton s’est trompe, par exemple, en mesurant un angle, et cela est 
inevitable, les calculs par lesquels on fera servir cet angle a deux 
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determinations d’un autre angle donneront, vraisemblablement, 
des erreurs de signes contraires a celles dii premier. Lavaleiir pro- 
bable du produit de ces deux erreurs sera positive. 


198. Lorsque la dependance des erreurs n’existe pas, on pent 
appliquer la th^orie des moyennes. Nous en donnerons quelques 
exemples. 

On vent determiner la direction d’une ligne droite partant d’un 
point pris pour origine des coordonnees. On mesure pour cela les 
ordonnees jKn de n points de cette droite correspon- 

dant a n abscisses connues . . ., Xn. Quelle valeur faut-ii 

adopter pour le coefficient angiilaire de la droite? Les mesures 
prises donnent, en designant ce coefficient par 

(X!\ Xu 


Ces determinations independantes ont des poids inegaux qu’il 
faut calculer. 

Si Ton nomme m\ la valeur probable du carre de I’erreur com- 


inise sur Vi, le carr6 de I’erreur commise sur — ? xi ^tant exacte- 

2 

ment connu, a pour valeur probable le poids de la valeur 
correspondante de a est, par consequent, — On doit, avant de 

III I 

prendre la moyenne, multiplier cbaque valeur de a par son poids. 
On aura 


, yrt^n 

m] m\ mfi 


Si les mesures des ordonnees inspirent toiues la mime con- 
fiance, I’expression se riduit a 


a = ^2JK2 -4- . . . -h 


199. Prenons pour inconnues, dans un second exemple, les 
trois angles directement mesures d’un triangle. Lasomme des trois 
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mesures ne se trouvant pas egale a deux angles droits, qiielles 
corrections faiit-il adopter? 

En nommant les angles A, B, G, on a deux mesures de I’angle A : 
A et i8o" — B — G. 

Ces mesures sont independantes ; on pent done en prendre la 
mojenne, mais il faut calciiler leur poids. 

Soient m'^ le carre de I’erreur a craindre sur cliacune des Lrois 
mesures; ^2^ ^3 les erreurs reellement commises. L’erreur sur 
180° — B — C est ^2 + ^3 3 elle a pour carre 

e% -H el -1-26263, 

dont la valeur probable est 2 mr. Les poids des deux determinations 
de Tangle A sont done et — el Ton adoptera la valeur 

TYL 2 7YL“ 

A-h -(i8o“— B — C) 

= Ah- i(,8o''-A — B-C). 

iH-i 

2 

L’erreur commise est 

2 61 62 ez 

1 “3 ” T‘ 

\ 

La valeur probable du carre de cette erreur est 



200 . Le calcul precedent suppose les chances d’erreur dans la 
mesure d’un angle independantes de la grandeur de I’angle. Quand 
les mesures sont prises dans les m^mes conditions, cela est, en 
effet, presque absolument vrai. 

Si, au lieu de mesurer les trois angles d’un triangle, on mesu- 
rait les trois parties d’une ligne tres bien connue par des mesures 
anteHeures, le probleme, en apparence identique, serait, en realite, 
tr^s different. 

Soil L la longueur, suppos6e parfaitemenl connue, d’une ligne 
dont les trois parties a, 6, c sont directement mesurees *, on 
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trou ve 


= / -ha. 


Comment doit-on repartir I’erreur a entre les trois mesures? On a 
deux evaluations de a : a et / — h — c. 

Si ^2, sont les errenrs commises siir a, 6, c, les erreurs 
commises snr les deux mesures sont et ^2 + ^3; mais les valeurs 
probables de e\^e\ sontinegales : c’est ce cfui distingue ce pro- 
bleme du precedent. Soient m\^ m\ les valeurs probables 
de fig, j on a 

^ 62 + ^3 -h 6| h- 2 ^2 63* 

La valeur probable de ea est nulle s^il n’y a pas d’erreur con- 
stante; les carres des erreurs commises sur les valeurs de a out 
done pour valeurs probables et /n^ -f- et les poids des 

deux determinations sont et — 5-^ — —• 

mf m\ -h 

On devra prendre pour valeur de a 


^ / 7 / N I 

— y -f-( / — b — c) — 5 

m\ ^ m\ -h 


= a-h{l — a — /) — c); 




La difficulte est d’^valuer les erreurs probables. 

Si les mesures ont ete prises en portant sur cliaque ligne une 
unite de longueur, la valeur probable du carr6 de I’erreur com- 
mise, dont chaque partie peut ^tre positive ou negative, est pro- 
portionnelle ( 171 ) an nombre des unites; on prendra done m‘“^ = a, 
ni'i = />, ml = c, et la valeur la plus plausible de a est 


CL — h ( / — CL — b — c) ■ 


b -h c 


201 . Resolvons un probl^rae tr^s simple auquel la theorie des 
mojennes n’est pas applicable. 

Supposons que, d’une station O, on ait observe quatre points 
Ai, A2, As, A4. On a mesure, en les reduisant a I’horizon, les 
angles sous lesquels sont vues les cinq distances A^ A2, A^ <23, 
A,A4, A2A4, A3 A/,. Soient /s, /4, les cinq valeurs 
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ohtenues ; elles donnent evidemment trois mesures de Tangle 

AiOA, 

— /i, ^5 — 

Ces valeurs ne sont pas independantes. Les ei'reurs comniises 
sur 4 — ^4 et sur /oH- U — U sonL liees Tune el Tautre a I’exacti- 
tude de L^, La probabilite pour qu’eiles soient de tnc^mes signes 
est plus grande que pour qu’elles soient de signes contraires. La 
theorie des inojennes n’est pas applicable. 

Cherchons sans changer de methode, en modifiant seulement 
Ja demonstration, la meilleure combinaison a adopter. 

Nous resoudrons deux problemes : 

Quelle est la meilleure combinaison des deux mesures 
et /2”l” ^5 — ^4 qui ne sont pas independanles ? 

Quelle est la meilleure combinaison de avec la valeur deduite 
des deux autres mesures? 

Pour deduire de — In et de Z5 — In la valeur la plus plau- 
sible de Tangle dont ces expressions representent deux valeurs 
approchees, nous prendrons pour cet angle 

(I) ^1(^3 — 4 ) ^2 (^2-i- ^5 — 

avec la condition necessaire 


X j — f" X2 I j 

car il faut bien que, dans le cas ou les deux evaluations s’accorde- 
raient, leur moyenne soit egale a leur valeur commune. 

En nommant eo, ^3, ^4, les erreurs commises sur les cinq 
mesures, Terreur commise en adoptant (i) est 

64 ) -f- Ag ( 62 ^6 — 64} = Xg ^2 “I” ^*1 ^3 ( “1“ X2 ) 64 -h Xg fis* 

La valeur probable du carre de Terreur commise, en nommant 
m- la valeur probable des carres ef, ej, . . est 

/n2 [X| H- Xj H- ( Xi -I- Xg )-H- X|] = m-{ 2 Xf -1- 3 X| h- 2 Xi X2). 


II faut determiner et Xo de- telle sorte que, en supposant 


la somme 


Xj —f" Xg I , 


soit minima. 

B. 


2 X^ -i- 3 X| — H 2X1X2 


17 
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On Lrouve 



Xg — 


I 

3’ 


et la valeur la plus plausible est 

(^) 3 J (4"t~ — 4) = ^ ^2“i“ 2 ^3 — h-^ ^ 4* 


Le carre de I’erreur commise sur cette determination a pour 
valeur probable 

jyi^ 3 X| — 2 Xj X2 ) = ^ Tti^. 


La valeur probable du carre de I’erreur commise sur etant 

ie poids de cette determination sera celui de I’expres- 
3 

Sion (2), ces deux valeurs du meme angle sont indepen- 

dantes. On prendra done, eniin, pour valeur la plus plausible 
deduite de Tensemble des mesures, 


I ^3- ^0-1-3^') 


■/3-.|_/3- 

3 

'^5 


5 l\ -H 1 % H— 2 ^3 — 3 H— 1 % 
8 


L’erreur commise sera 


5 61 -f- 62 -H 2 ^3 — 3 6l^. 65 

8 


dont le carre a pour valeur probable 


<54 




5m2 

8 


202. Sij oubliant que les evaluations ne sont pas independantes, 
on avail cherche les poids des trois mesures 

hi h — hi h~^ h — hi 

ils sont 
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on aurait adopte pour valenr de i’angie 




2 3 


Le carre de I’erreur aurait pour valeur probable c’est- 

a-dire o,644^“ beu de 0,620 m®. 


203 . Le probleme general qn’il faut resoudre est le suivant : 

On a fait, pour determiner n grandeurs inconnues, n -\-p me- 
siires, dont les resultats s’y rattachent par des equations neces- 
saires. Les equations se trouvent incompatibles; quel est le meil- 
leur systeme de valeurs a adopter? 

Si Ton accepte pour loi de probability des erreurs la formule 
dz^ en supposant a la constante k une myine valeur pour 

y 7t 

toutes les grandeurs directement mesurees, la thyorie devient fort 
simple. 

Les mesures obtenues etant ^2? •••? on devra, pour 

rendre les equations compatibles, leur faire subir des corrections 
€4, ^2? ^tiJ^p' La probability pour que ces erreurs supposees 
aient ete ryellement commises est proportionnelle au produit 

elle sera maxima quand la somnie des carres des corrections sera 
la plus petite possible. 

Le meilleur systeme de corrections est celui pour lequel la 
somme des carres des erreurs supposees commises est un mini- 
mum. 


204 . Apres avoir proposy le tbeoreme prycedent , dont il a 
suivi les consyquences avec une merveilleuse habilety, Gauss, 
dans ses derniers Mymoires sur la combinaison des observations, 
a voulu s’aflfranchir de toute hypothese sur la loi de probability 
des erreurs. 

Les regies prescrites n’ont pas changy pour cela. 
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11 doit sembler etrangc que la loi de probabilite des erreiirs soit 
sans influence sur les conclusions d’une theorie dans laquelle elle 
jone un si grand r6le. 

L’explication est simple : une hjpothese, compatible en appa- 
rence avec toutes les lois, est inlroduite dans la demonstration ; 
elie impose en realite la m^me forme a toutes. 

Nous supposons, dit Gauss, les observations assez exactes pour 
cjue les carres et les produits des erreurs soient negligeables. 

Toutes les equations se trouvent par la reduites au premier 
degre, et toutes les lois sont equivalentes. 

Si I’on nomme tp (z) dz la probabilite pour qu’une erreur d’ob- 
servation soit comprise enlre z et z~\-dz^ on pent, z etant ties 
petit, remplacer « (-) par le developpement 

(3) 0{z) =:Cp(o)-f-^Cp'(0)-H 

Les erreurs constantes etant ecartees, on doit a\oir 

cp(5) = cp(— ;s); 

cp^(o) et ©'^'(o) sont done nuls: 

Le droit de negliger z^ devant z donne, a fortiori, celui de 
negliger z^ devant et de reduire I’equation (3) a 

= ? (o) -4- 

inais on a, en negligeant loujoiirs devant 

bZ‘ 

a -h bz^ = ae « . 


La foiled on CD (5) est done, en realite, assimilee a une exponen- 
tielle de la forme 




2O0. Gausb, on le voit, aurait pu, dans les conditions ou il se 
place, conserve!' sa theorie primitive. 11 a fait beaucoup mieux. 
Cette theorie conseille, en effet, I’adoption du systeme de correc- 
tions dont la probabilite est maxima. La thdorie nouvelle semble 
preferable. La valeur probable da carr6 de Terreur commise e^t 
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rendue minima. Les deux conditions s’accordent, niais les prin- 
cipes sont tres differents. II anrait pu arriver que les corrections 
les plus proijables eiissent accni, dans le cas ou elles ne sont pas 
les veritables, les chances de commettre de tres grandes erreurs. 
Toiites les probabilites doivenl intervenir pour decider le meilleiir 
ohoix a faire. 

206. Soient 

/ - — ) = 

(4) \ z, ...) = I 2 . 


les equations qui raltachent n inconnues . k n p 

grandeurs mesurees /j, ..., Elies sont incompatibles et 

donneront senlement une valeur approcliee de chaque inconnue. 
Nous supposerons les carres des erreurs commises dans cette pre- 
miere approximation negligeables. La theorie, sans cette simplifi- 
cation, serait inextricable. 

Le theoreme de Taylor permettra d’cxprimer cp^ , © 2 , . . ., 
fonction lineaire des accroissements donton neglige les carres. En 
eliminant entre les n -1- /? equations ainsi transformees les erreurs 
commises sur x, s, ... dans la premiere approximation, on 
obtiendra, entre les erreurs ^21 • • ••> commises sur les gran- 
deurs directement mesurees Z^, Zo, p equations du pre- 

mier degr6 de la forme 

I Piei-i-P2^2'+“***”i"P n->rp ^n-¥p = /il , 

-cx ' Q2^2~^‘ • -H” = ^*2? 

( y ' 

I Ri -f- R 2 ^2 “>”••• 


207. Pour ne pas compliquer les calculs, nous supposerons six 
grandeurs observees et trois inconnues, dont elles sont des foiic- 
tions determinees ; les equations (5) seront alors au nombre de 
trois et n-\-p sera ^gal a six. 

Nous adopterons, pour i*epresenter la grandeur dont la mesure 
a ete trouvee egale a Z^, la somine 


( 6 ) 


1 1 -H /r, -H X2/t2“i“ 
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L’expression (6) se rediiirait a si les mesures etaient parfaites; 
mais de petites erreurs ajant^te commises, en les nominant 
^3? ^5i ^6? celle qui en resulte pour (6) est 


(7) 


^ 61 Pe^e) 

/ -f- )>.2 ( Qi -4- Q 2 ^2 -T- . . Qe ) H“ ^'3 ( P-i ■+“ ^2 Re ^e)* 


II faut choisir X,, 5^2, X3 de maniere k rendre minima la valeiir 
probable du carre de celte errenr. 

En siipposant les mesures dignes d’une egale confiance, et nom- 
mant la valeur probable du carr^ ef de I’erreur commise sur 
Tune quelconqiie d’eiUre elles, les valeurs probables de a et 
de eiCi' etant n idles par hjpothese, la valeur probable du carrt^ 
de (7) est 


(8) 


A? SP2H-X|SQ2H- X2SR2-+-2A1X2SPQ 
- 4 - 2 X2XV3 2 QR -f- 2 X3 Xj 2 RP -1- 2X1 Pj -i- 2X2 Q 1 — 2 X3 Ri ). 


Pour rendre celte expression minima, il faur ^galer a zero les 
d^riv^es par rapport aux facteurs ai'bitraires Xi, X2, X3 ; on ecrira 
done les equations 

I XjSP^ -+- X2 S PQ -}- X3SPR -4- Pj = o, 

(9) I Xj S PQ H- X2 2 Qs H- X3 S QR -t- Qi = 0, 

( Xj 2 PR — H X2 2 QR -f- X3 S R® H- Rj = o. 


Les facteurs X^, X2, X3 etant determines par ces equations^ 
I’expression 

(n^) -t~ Xj Aj -H X2 A-2-h X3 A3 


sera la jiieilleure valeur a adopter pour 


208 . Une objection se presente. L’expression (7), dans laquelle 
les indeterminees Xvoj ^3 ete choisies le plus avantageu- 
sement possible, n’est pas la plus gen^rale parmi cedes qui, si les 
mesures etaient exactes, se reduiraient a It, On pourrait obtenir 
d autres valeurs approchees en nombre infini. Pourquoi ne pas 
chercher entre toutes celle qui donne la plus petite erreur pro- 
bable? 

Si les erreurs n’6taient pas tres petites, I’objection serait fondee 
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mais, les carres etant negligeables par hypothese, toute fonction 
qui se reduit a zero qiiand As, .. . sont nuls pent ^tre supposee 
du premier degre par rapport a ces quantiles. 

209 . Les equations (9) font connaitre les coefficients les meil- 
leurs a adopter pour la forinule (lo). La valeur probable du carre 
de I’erreur est rendue minima ; elle est representee par la 
somme (8), dans laquelle X2, seront deduits des equa- 
tions (9). 

L’expression (8) peut s’exprimer plus siinplement. Si Ton ajoute 
les equations (9) apres avoir multiplie la premiere par , la 
deuxieme par A2 et la troisi^me par en relranchant du coef- 
ficient de w^dans (8) la somme qui estegale a zero, la valeur pro- 
bable du carre de I’erreiir commise sur prend la forme 

-H Pi Xi H- Qi X2^- R1X3 ) ; 

elle est proportionnelle a Les valeurs de P^, R|, 

)<2, X3 ne dependent nullement de la concordance plus ou moins 
parfaite des observations, revc^lee par les valeurs Ai, A2, A3 des 
fonctions qui devraient dtre nulles. 

210 . Supposons, pour donner un exemple tres simple, que Xy 
yy Zy u soient les quatre angles d’un quadrilat^re. On a trouve 
pour ces angles, directement mesur^s, 

y = h, 

z = /a, 
u = 

Si les mesures etaient exactes, on aurait 


li ■+■ /o -{— A H- — 3bo'’. 


Cette condition n’est pas remplie; on a 

^1—}— SGo'* = A, 


A etant suppose tr^s petit. 
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On adopiera alors pour Pangie x la valeur 

X= Ah-X/i. 

Si 63, ^4 sont les erreurs respectivement commises biir 

les qiiatre niesures, I’erreiir E commise sur X sera 

E = e j -f- 61 €2 H~ 63 ~h 64 )• 

En nommant m- la valeur probable du carre de chacune des 
erreurs de mesiire, la valeur probable du carr^ de E est 

(ir) w2(i4-4X2-i-2X). 

Elle est minima pour la valeur 

X =r 

et I’on doit prendre 

X=:/i 

La valeur probable du carre de I’erreur est donnee par [’expres- 
sion (i i) quand on y suppose ). = — 1 . Elle est done 

Sm- 

independanle, on doit le remarquer, de la valeur de h, 

2H. Supposons, pour donner un second exemple, que, d’une 
meme station 0 , on ait observe qiiatre points A^ , A2, A3, A4. On 
a mesure, en les I'eduisant a I’horizon, les angles sous lesquels les 
distances A^ Ao, A^ A3, A^, A2 A^ et A3 A4 sont vues du point 0 , 

en d^signant par Z^, /a? U les valeurs trouvees. On vent en 

deduire les valeurs les plus plausibles des angles x, y, z formes 
par 0 A| avec les trois autres directions OA2, OA3, OA4. 

On aurait, si les mesures etaient parfaites, 

(la) 57 = Zj, = /g, ^ = Zs, z — 0? =?: Z4., z y ■=. 

et, par consequent, 

(i 3 ) 



Z4-h l\ 4= O, 

Zg-T- 1 % Z 3 = O. 
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Ijes equations (i 3 j ne sont pas satisfaites et, a cause cles erreiirs 
d'observation, on a 


(i 4 ) 


j h~ h — ^ i = 1 < 


On pi-endra pour ^ Ja valeur 


(i5) 


^ = / ] — H A I /? j “H At 2‘ 


Si ^2, Ss, ^4i ^5 sent les erreurs cominises sur les qualre 
mesures, I’erreur commise sur X sera 


(l6 ) E = H- Xi ^ ^4 -f- 6] (^3 ) ^2 ^3 )• 

Si deslgne la valeur probable du carre de chaque erreur de 
mesure e^, 62, 63, ^4, e^, la valeur probable de E- est 

( 17 ) ( I “T” 3 A j H— 3 X ^ 2 X 1 — 2 Aj A 2 j . 


Le minimum de cette expression correspond a 



Nous adoplerons done, pour I’angle 5?, la valeur 


(18) 


V 7 ^7 I / 

X = /, - /ij _ /l^. 


Elle s’accorde, on le voit en remplacant et Ao par leurs va- 
lours (i4)j avec la solution obtenue (201) par une voie differente. 

Le carre de I’erreur commise en adoptant Pexpression (18) est 
I 772 ^; elle est independante de et de par consequent de 
Texactilude des mesures. 

On trouverair, par des calculs semblables, 

Z = /s -h -J /li '■h 7 /is. 

4 4 

Les carres des erreurs commises ayanl pour valeurs probables 
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et Ifis valeurs les plus plausibles des angles U et sont 

L4. = ^4 — « 8 

Lg = 4 "+" g — g ^2* 

2ll2, Les valeurs probables des carres des erreurs commises sont, 
dans tous les cas, independantes de I’accord plus ou raoins parfait 
des observations. Les quantiles designees par qni 

seraient nulles si les observations elaient parfaites, ne figurent pas 
dans revaluation de I’erreur a craindre. 

Nous avons deja (173) rencontre et explique ce paradoxe. 11 
n’est pas inutile d’j revenir. 

Dans la determination de Perreur probable, la precision des 
observations a ete supposee connue. Le facteur represente la 
valeur probable du carre de I’erreur commise siir cbaque mesure. 
En supposant ainsi Phabilete de Pobservateur evaluee a Pavance, 
sans qu’il soil tenu compte dans cette appreciation des discor- 
dances reveiees par Ja comparaison des inesures, il ne faut pas 
s’etonner de ne pas voir figurer ces discordances dans le calciil de 
Perreur a craindre. 

On mesure, par exemple, les irois angles d’un triangle; on a vu 
deja Pobservateur a Poeuvre, il fait usage d’excellents instruments; 
on apprecie en consequence la constante : Perreur probable 
est o^^, 5o. La somme des angles obtenus surpasse cependant 180® 
de 12'^ L’observateur ne meritait pas la confiance accordee. La 
valeur de etait tres probablement mal choisie. Mais, pour en 
adopter une autre, on manque de donnees siiffisantes. 

213. Les formules demontrees sont applicables a des observa- 
tions qui ne sont pas encore faites; elles indiquent les calculs par 
lesquels les inconnues devront se deduire des grandeurs direc- 
tement mesurees. Les valeurs probables des carres des erreurs a 
craindre dependent de la precision esperee pour les mesures qu’on 
va prendre. Le cas ou cette precision est assez bien connue, a 
priori, pour que les resultats obtenus n’y puissent rien changer, 
quoi qu’il arrive, est tout a fait exceptionnel. 

C’est k lui que se rapportent les formules. 



CHAP. XI. — COMBINAISON DBS OBSERVATIONS. 267 

214*. On s’est place quelquefois a un point de vne absoliiment 
oppose. La precision des mesiires est siipposee inconnne; la con- 
cordance plus oil moins parfaite des observations est le seul ren- 
seignement d’apres leqnel on puisse Papprecier. 

Ce probleme est le contraire dii precedent. Nous supposions la 
precision connue a priori; le resultat plus ou moins heureux des 
observations n’j pouvait rien changer; pour rendre cette hypo- 
ihese acceptable, nous supposions meme que les observations ne 
fussent pas faites encore. 

On suppose, au contraire, dan-^ le nouveau probleme, la preci- 
sion completement inconnue. II faut la calculer d’apres les resiil- 
tats, qui sont, cette fois, la seule donnee. 

Gauss a fait reposer la solution de ce probleme sur une formule 
tres elegante, qui sera demontree a la fin de ce Ghapitre. 

La formule est irreprochable; mais Fapplication est rarement 
permise. 

Le probleme n’est pas nettement pose. 

Qiielques exemples rendront la difficulte tres claire. 

On a mesure les irois angles d’un triangle; Texces de leur 
somme sur deux angles droits peul-il faire connaitre, indepen- 
damment de tout autre renseigneinent, la valeur probable du carre 
de Perreur commise dans la mesure de chacun des angles? 

Si Pon admet, comme il est vrai, qu’a chaque instrument manie 
par un observateur designe correspond, objectwementy une valeur 
probable determinee du carre de Perreur et que, en donnant la 
somme des trois angles oblenus, on demande la valeur vraie de 
cette constante caracterislique de la precision, le probleme est 
insoluble. 

Une valeur vraisemblable est, evidemment, tout ce qu’il est 
permis d’esperer. 

En reduisant le probleme k ces termes tres vagues, une lacune 
subsiste dans Penonce; elle doit enlever toute confiance dans le 
resultat. 

La connaissance de la valeur probable a priori de Pinconnue 
dont on veut determiners posteriori la valeur vraisemblable est 
un element essentiel de la question; on ne donne sur lui aucune 
indication. 

Les trois angles d’un triangle ont ete mesures par un observa- 
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leur tres habile; il a fait usage d’un excellent instrument; chaque 
mcsure a et^ prise trois fois; les resultats proposes sont les 
movennes des trois observations. La somme des angles, apres 
loutes ces precautions, surpasse i8o° de 

Les m^mes angles sont mesures par un debutant qui s’exerce; 
I’instrument qu’on lui a confie est mediocre. Chaque angle n’est 
niesure qu’une fois 5 les angles obtenus different des precedents 
de plnsieurs secondes chacun. La somme des angles, pour ces 
secondes mesures, est exactement 180^". 

Quels sont les resultats les plus dignes de confiance? 

Les premiers, evidemment. 

Les formnles qui deduiront la precision des mesures de Taccord 
plus ou moins parfait des resultats ne peuvent manquer de donner 
I’avantage aux seconds. 

Le cas, pourrait-on r^pondre, n’est pas celui qu’on a suppose. 
Les deux series de mesures sont faites dans des conditions telles 
qu’avant d’en connaitre le resultat, sans donner la mesure num^- 
rique des deux precisions, on les propose comrae tres inegales. 
L'^nonc^ du probl^me resolu par Gauss suppose, au contraire, 
que I’on ne sache rien sur la precision des mesures. 

Est-il possible, quand on combine des mesures, de ne rien 
savoir sur leur precision? Savoir, comme on I’admet, que toutes 
les valeurs de I’erreur probable sont a priori egalement vraisem- 
bJables serait un renseignement tres precis qui, vraisemblablement, 
n’a dans aucun cas represente la verile. 

Sans avoir etudie un instrument, le nom du fabricant, le prix 
dont on I’a paje, la situation de I’observateur qui s’en sert, font 
que certaines evaluations de sa precision, sans ^tre tenues pour 
impossibles, seraient accueillies avec etonnement. CeJa suffit pour 
changer les conditions de I’enonce. 

21s. La question appartient a la th^orie de la probabilite des 
causes. Le disaccord entre les mesures prises est un fait observe. 
Les causes possibles, en nombre infini, sont la precision de chaque 
mesure. Quelle que soit cette precision, I’evenement observe est 
possible. Le plus adroit peul avoir une d^faillance; le plus mal- 
adroit peut, par un heureux hasard, obtenir de bons resultats : 
les resultats tr6s inexacts peuvent se compenser fortuitement. 
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Plus la concordance est j>rande, assureinent, plus il esL probable 
C|u’elle a pour cause rexactitude des mesures et que ceile-ci esl 
due a I’habilete de robservaLeur. 

La probabilite assignee a chaque cause depend (llo) de deux 
facteurs : la probabilite que ia cause donne a I’eveneuienl observe 
et la pi'obabllile, a priori, pour que la cause ait agi. 

On vent, d’apres Tenonce, comme on Ta fait trop souvent en 
d’auLres circonstances (123, 124, 130), se passer completement de 
la seconde donnee. C’est une faute contre les principes. l^a lacune 
laissee dans I’enonce sera forcement remplacee dans cbaque solu- 
tion obtenue par une condition introduite ar])itraireuient. 

216. Supposons, pour faire connaitre le principe de la methode 
adoptee, qu’on veuille determiner la chance pour qu’une piece de 
inonnaie designee retombe sur le c6te face quand on la jette en 
Pair. 

La piece est jetee p Ibis : elle a inontr<§ m fois face et n fois pile, 

Soient p la probabilite inconnue qu’elie donne k I’arriv^e de 
face, cj celle qu’elie donne a Tarrivee de pile. 

L’^v^nement le plus probable sur p ^preiives est p/? fois face. 
En egalant la valeur probable a la valeur vraie, nous aurons 

= 771 . 

La valeur vraisemblable de p serait done —• 

Le principe, applique a un petit uombre.-s d’epreuves, donnerait 
des resuUats inacceplables. Si, sur trois epreuves, la pi^ce a 
montre deux fois face, oserait-on proposer | comme valeur vrai- 
semblable de la probabilite qu’elie donne a Tarrivee de face? 

Lorsque le nonibre des epreuves est grand, le resultat cesse 
d’etre choquanl. La precision de la valeur proposee pour la pro- 
babilite p n^est pas pour ceia mieux justifiee. 

Une m^me piece a ete jetee loooooo de fois : on a obtenu 
000 3gi fois face; on en conclut que la piece donne, vraa^embia- 
btenient, a ia sortie de face, la probabilite 

(i9j /7 = o,5oo39i. 

Aucune de ces six deci males ne meiute confiance. 
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La probability p a une valeur objective. A chaque piece, 
d’apres ba btructure, correspond une valeur determinee de /?. 
Personne n’a pu croirej bien entendu, que cetle valeur soit egale 
a (19)? mais il n’est pas rnenie tres probable quelle soit plus 
grande que o, 5 o. 

Supposons que, la piece etant bien connue, la valeur exacte 
de p soit 

(20) jo =0,499^09, 

c’est-a-dire qu’elle s’ecarte de | precisement autant que la va- 
leur (19) indiquee par le calcul, mais en sens inverse. 

Cherchons quelle serait, dans cette hjpothese, la probability 
de reveneinent observe. 

Le nombre le plus probable des arrivees de face est 

499609. 


L’evenement observy est I’arrivye de SooSpi fois lace; I’ecart 
est 782. 

La probability d’un ycart ygal ^ h est 


on a 


I 


e 


_ (782)2 
”” 000000 


1,223o5, 


La probability donnee par I’hypothese a revenemenl observe est 


-- „ 5 — 1 ,^ 2305 . 

yj"ns.]xpq 

celle que donne au rneme eveneinent Thypothese la plus plausible 
pour laquelle il correspond a un ycart nul est 


Le rapport est 


I 


^— 1,22305 0,294 332 . 


Le rapport des probabilitys de deux causes egalement probables 
a priori est exactement celui des probabilitys observees. La va- 
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leur (19) de p n’est done pas quatre fois plus probable que la 
valeur (20), que nous avons choisie, on pent le dire, absoliiment 
contra ire. 

217 . Reprenons la question generale. 

On a mesure n-^p grandeurs Zi, Zo, Z3, ..., Elies sont 

Jiees par des equations rigoureuses a n inconniies .... 

En eliminant les inconniies, on obtient p equations necessaires 
entre Its n-\- p grandeurs mesurees : 


Fi ( Zi, Z2, . . 

• , in-hp) — 0, 

Fg ( Zj, Zo, . • 

• , ifi-i-p ) = 0, 

Pp( Zi, Z2, . . 

• > in-hp) = 0. 


Les mesures n’etant pas parfaites, ces equations ne seront pas 
satisfaites : les premiers membres auront de petites valeurs — 

— Aa, — A/^ qui seront exactement connues, puisque les 
mesures Z^, Z2, ..., In^rP sont. 

Si Ton nomme 64, 62, les erreurs commises sur ces 

mesures et qu’on en neglige les carres, la function F^, qui est 
^gale a — A^ et qui doit ^tre nulle apres les corrections, recevra 
un accroissement h { ; on obtiendra ainsi p equations du premier 
degre 

"H . . - -H P n-^p Qn-\-p ~ Ai , 

Ql H' Q2®2 ■+*• • •"+" 

Rl ej -f” R2 <?> -+-••• R/2 -+-;w ^n-^p = A3, 


A^, Aa, etant des nombres connus dans chaque probltoe. 

Le principe admis est celui-ci : 

II est permis, a litre d’approximation, d’egaler une fonction des 
premiers membres de (21), dont la valeur est exactement connue, 
^ la valeur probable calcul^e avant I’epreuve. 

Cette 4 galite, bien entendu, n’a jamais et^ proposee comme 
certaine : Valor verus, dit Gauss, prout Jors errores obtulitj 
major minorve medii fieri potest, 

Ces deux grandeurs, la valeur veritable et la valeur probable, 
que le hasard peut faire plus grandes ou plus petites I’ une que 
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Fautre dans une proportion inconnue, sont egalees cependant 
pour former Feqnation dont la solution est deduite. 

La critique est rendue difficile. Qiiand on a dit : le second 
membre de Feqnation proposee pent etre, suivant la decision du 
hasard, plus grand ou plus petit que le premier, on s’est mis en 
regie avec la rigueur : le lecteur averti sait qu'on n’y pretend pas. 
De quel droit reprocher une caubC d’erreur nettement signalee? 

Le resLiltat est donne comme une approximation; il est tout 
natuiel, au contraire, de chercher quelle confiance merite le prin- 
cipe sur lequel elle repose. Nous montrerons que, le principe 
^tant admis, on peut en dediiire, pour la precision, des valeurs 
tres differentes et dont aucune, par consequent, ne merite con- 
fiance. 

Formons un polynome 

( ) X 1 A I -f- X2 /ll H“ • • • H" Xjo -jr Xp-M hih^-j- . . , 

homogene et du second degre par rapport aux seconds membres, 
numeriquement coiinus, des equations (21). Quels que soient les 
coefficients choisis, • •• ? Fexpression (22) est connue. 

On peut en determiner la valeur probable, avant les epreuves 
faiies, en fonction de la valeur probable /n- du carre de Ferreur 
commise surchaque inesure. 

, Ao, . . . , hp sont exprimes par les equations (21) en fonction 
des erreurs ei, eo, e^i^p. Le polynome (22) est done une 
loQCtion connue des erreurs commisejs dans les mesures; on en 
peut former la valeur probable en remarquant que celle de ef 
est et que celle de 6161' est nulle, quels que soient i et La 
valeur probable du polynome (22) sera done de la forme G/n^, 
G etant connu. En Fegalant a sa valeur vraie, puisque tel est le 
principe accepte, on obtiendra une valeur de dans laquelle 
figureront les facieurs arbitraires designes par X. 

218 , II ne sera pas inutile de donner une application. 

On a inesure les trois angles d’un triangle; les erreurs com— 
mises ^2, sont inconnues, mais leur somme est exactement 
connue; on a 
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etant I’exces de Ja somme des ang-les mesures sur deux angles 
droits. 

On en deduit 


h] z= H- -h e\ — 2^1 ^2-+- 2^2 <23-!- 2^3 ei- 


5 1 esL la valeur probable du carre de ohacune des erreurs e{^ 
62, la valeur probable du second membre est et Ton 

ecrira, en egalant cette valeur probable a la valeur vraie, 

= 3 

par consequent, 



Comme il n’j a qu’une seule equation entre les erreurs, il n’y 
a pas, dans ce cas, de choix a faire entre les combinaisons. 

219 . Reprenons le problenie r^solu ( 203 ). On a mesure cinq 
angles li, I2, ^3, Z4, 4? entre lesquels les conditions geometriques 
du probleme donnent les relations n^cessaires 

^4 -+- Il — /g = O, 

/g — f- — /g = O 

Les mesures etant imparfaites, on a trouv^ 

Ik. ly Iz = Ai, 

Iz H~ I2 — I'Z ~ Ag . 

En designant les erreurs r^ellement commises par , ^2, eg, 64, Cg, 
on a done 

€k-r- ” Ai, 

€§-+- 62 — ^3 ~ 

Quels que soient les facleurs X2, Xg, Je trinome 
(2i) Xi A| -h Xg A| Xg Ai Ag 

est connu. 

Ce trinome est une fonction homog^ne du second degre des 
erreurs e^, eg? eg, 64? ^5, et, si Ton nomme la valeur probable 
du carre de Tune de ces erreurs, celle du produit de deux d’entre 
B. t8 



274 CALCUL DBS PROBABILITES. 

elles etant nulle, on trouvera pour valeur probable de I’expres- 
sion (28), calciilee avantles mesures prises, 

m2(3XfH-3Al + X3). 


En ^galant cette valenr probable a la valeur vraie, on aura 


(a4; 


m2 


}s.| Xg /i.| Xj h 1 ^ 

3 Xj -r“ 3 X 2 “H X^ 


)h , ^3 sont arbitraires. 

Si Ton voulait choisir entre les valenrs en nombre infini repre- 
sent^es par la formiile (24), il faudrait chercher la valeur pro- 
bable du carre de Ja difference des deux membres et disposer de 
Xo, X.3 de maniere a la rendre minima. 

Mais la formule (24)5 qni peut evidemment donner des valeurs 
de tr^s inegales, reste, quels que soienL les facleurs x^, ^31 

la consequence de I’egalite admise entre la valeur vraie d’une 
grandeur et la valeur probable. 


220 . II est aise de prouver par un exemple combien sont 
grandes les erreurs k craindre en egalant les valeurs vraies aux 
valeurs probables. 

Un observateur mesure les Irois angles d’un triangle; la proba- 
bllite d’une erreur comprise entre z et z dz est, pour lui, 
— Quelle est la probabilite d’une erreur j/- sur la somme 

des trois angles? 

On peut dire : 

La valeur probable du carre de I’erreur commise sur chaque 
angle est 

La valeur probable du carre de I’erreur commise sur la somme 

q 

des trojs angles est 

Si done on r'epresente la probability d’une erreur sur la somme 
des trois angles par j| faudra supposer 
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l^a probabilite d’une erreur plus petite que a sur la somme des 
trois angles est done 

^ dz cl\ 

V - 

La demonstration peut iaisser un donte. En acceptant la loi 
representee par pour les probabilites d’erreurs partielles sur 

chaque angle, est-il permis d'en conclure tine expression de meme 
forme pour I’erreur totale? L’assertion n’est pas evidente; on peut 
la demontrer. 

Soient z les erreurs commises sur les trois angles d’un 

triangle; posons 

rr -i-y -f- ^ = a, 

^2— p2. 

La probabilite du concoiirs des trois erreurs etait, a priori, 

(g— ASp2 civ dz , 

irv^TT ^ 

kz 

elle est le produit de — parl’element de volume dx dydz^ 

TC y/Tt 

en consid(§rant y, z comme des coordonnees rectangulaires. 

La probabilite pour que, x-{-y-\-z 4tant compris entre a et 

a -h rfa, p le soit entre p et p -i- dp sera le produit de — 

TC y/Tt 

par le volume compris entre les deux spheres qui correspondent 
au\ rajons p et p -h dp et les plans dont les Equations sont 


■Ce volume est 


x ^ y -h z = aCj 
X -4-jK -i- z = (x-h doL, 


•iTzp dp d% 

“Tf"’ 


La probabilite a priori pour que, la somme des erreurs etant 
comprise entre a et a -+> celle de leurs carr^s le soit entre 
et (p H- dpY est egale a 


<26; 


%k^ e-^-9^pdpdrL 
y/rc y/3 
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La probabilite pour que la somme des trois erreurs soil com- 
prise entre a et a-\-dcL est la somme des valeurs de (26) pour 

• oc 

toutes les valeurs possibles de p qui sont comprises entre — et 00. 

La probabilite pour que la somme des trois erreurs soit comprise 
entre a et a -f- est done 


(^ 7 ) 
on a 


drL „ 


v/tc /3 

sjl 


f 

^ a 






La formule (27} se reduit a 


A- 


precis^ment celle que nous avions admise. 


221 . Supposons, pour entrerau detail, qu’en mesurant les trois 
angles d’un triangle I’erreur probable sur chaque mesure soit ^gale 
a 2^', la valeur correspondante de A* est — 

•2 /-TT 

La probabilite d’une erreur plus petite que sur la somme des 
trois angles est, dans ce cas, 



L’ev6nement n’a rien d’invraisemblable. 

S’il arrive cependant qu’en mesurant les trois angles d’un 
triangle, on trouve une somme d’erreurs egale a i'', la theorie 
adoptee donnera, pour determiner la valeur vraisemblable du 
carre de I’erreur sur chaque mesure, la relation acceptee 

3 Tn® =r I ; 


r 

2^2 


= /712 = 


3^ 


A2 = 


2 

3’ 


par consequent. 
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ce qui correspond a une erreur probable de chaque mesiire 



Lorsque, dans une seiile epreuve, I’erreiir cornmise sur la 
somme des angles d’un triangle est egale a i", est-il possible de 
proposer avec confiance o'', 7 comme la valeur vraisemblable de 
I’erreur probable sur chaque observation? 

La valeur probable, pour Tobservateur qui a mesiire les angles, 
est un nombre parfaitement determine; en la supposant ^gale a 2", 
c’est-a-dire triple de la solution proposee, la probabilite d’une 
erreur moindre que celle qui s’est produite serait 0,10. 

La valeur 0^,7 adoptee pour I’erreur probable donnerait a 
I’evenement observe, c’est-a-dire a une somme d’erreurs moindre 
que i", une probabilite plus petite que | egale a 



La probabilite pour qu’en adoptant o^', 7 pour valeur probable 
de I’erreur on s’ecarte pen de la verite est, on le voit, fort eloignee 
de la certitude. 

222 . Pour expJiquer plus clairemenl les principes th^oriques 
de la methode des moindres carres, nous n’avons tenu aucnn 
compte de la longueur des calculs. On peut, dans presque tons 
les cas, les abr^ger considerablement. 

Les corrections prescrites par la methode exposee ( 210 ) pour 
les grandeurs directement mesur^es ^2, In^p satisfont a 

une condition remarquable qui peut servir de base a une determi- 
nation plus rapide des inconn ues. 

La somme des carres des corrections faites aux rnesures est un 
minimum. 

Reprenons pour le demontrer la question deja resolue ( 210 ), 
en supposant toujours, pour eviter la longueur des formules, trois 
inconnues seulement, entre lesquelles on a six equations. 

En nommant , io? -.5 I^s grandeurs mesurees et 62, 
les erreurs tr^s petites commises dans leur evaluation, les condi- 
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tions du probleme donneront trois equations du premier degre 
entre les six errenrs 

( '-iS ) { Ql ^1 H- Q 2 ^2 Qa ^3 ”5“ Q 4 ^4 Qo ^3 ■+■ Qe ^6 = ^2j 

( Rj — 1- R 2 ^2 ~t“ R 3 ^3 “1“ f^4 ^4 ^6 ^6 “ ^3* 

Nous alJons chercher a determiner entre les solutions de ces 
equations le sjsteme pour leqiiel la somme 

(29) ej -H e| H- -h -4- e| -f> e| 

est minima. Nous constaterons Tidentite des corrections ainsi d^- 
terminees avec celles qui resnltent des conditions adoptees (210). 

Pour rendre la somme (29) minima, il faut egaler sa differen- 
tielle a zero en meme temps que celle des expressions (28). 

Nous aurons ainsi les equations 

( 3o ) d 6 \ -f- ^2 d 6 <^ — h 63 — |— Q\ d&\ — 1— ^3 dc^ -{— 6 q dsQ = O J 

^ Pj dsi •+■ P 2 d&2 3 ds^-^ P 4 P g d^s *4" P e ~ o, 

( 3 1) ' Qi dsi -H Q2 d62 H“ Q3 d6i •+■ Q4 dcit. Qs d6^ -f- Qg ds^ = o, 

( Rj d6\-^ R2 ^62*4“ R3 d6%-\~ R4 d6i^-\- Rg Re d6i^'=‘ o. 

On ajoutera, conformement a la methode de Lagrange, ces 
quatre equations, a pres avoir miiltipli^ trois d ’entre elles par des 
facteurs [jii, pio, UL3, et I’on egalera a z^ro les coefficients des six 
difierentielles, Les equations 

-h fXi Pi -h (A2 Qi H- p.3 Ri = O. 

^2 *4” (-*■! P 2 “t” |-t2 Q2 “t” H^3 R^2 “ Uj 
^3 ~r- (J-i P3 - 4 - p.2 Q3 “f” (A3 R3 = O, 



- 4 - P-1 Pe ■ 4 ” (A2 Qc - 4 - (A3 Re = o, 

jointes aux trois equations (28), d^termineront les corrections 
^3j ^4? ^5} et les multiplicateurs Ui, [Ag, 1^3. 

En ajoutant les equations (82) apres les avoir multi pliees par 
les coefficients de chacnne des inconnues [jl 4, p-g? et en ayant 
egard aux I'elalions (28), on formera les equations 

l Pl^Pf) p2^^Pl Qi ) - 4 - P 3 ( Pi Ri ) = ^1, 

\ PlfPlQl P2 (Qi) -f- p3(Pl Qi) = ^2 , 

I pi (Pi Hi ) 4 - P2(Qi Rj ) - 4 - ps (Rf ) = A3, 


( 33 ) 
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ou (P^), (Pi Qi ), ... reprebeotent les sommes 

P! +PJ, 

Pi Ql -r- P2 Qa P3 Qs, 


Les pquatioDS (33) feront connaitre uli, p.o, p. 3 . On dedaira 
ensuite de ( 82 ) e^, e^, 

Les corrections ainsi obteniies sont iclenh’qiies a celles qiii ont 
ete deduites (209) da Calcul des probabilites. Reprenons, en 
effet, les equations ( 7 ) qui font connaitre , X 2 , ; elles ne 

different de (33) que par le changement des termes independants 
des inconnues. 

Cberchons par ies deux metbodes la correction designee par . 
Les valeiirs de X 2 , etant donnees par les equations 

I ^i(Pi) ^a(Pi Qi) ^ 3 (Pi 1^1 ) == — Pi‘ 

( 34 ) I ^1 (Pi Qi ) -i- ^2( Qi ) H“^a(QiRi)= — Qi» 

( (Ri Pi) Qi ) "+“ X 3 ( Rf ) = — Rj, 

la correction prescrite est 

= Xj hi •+• X2 hi -f* X3 Aj. 


La condition dn minimum donne 


ei = — fXsQi— ^asRi. 

En ajoutant les Equations (33) multipliees par Xg, X 3 et les 
equations ( 9 ) multipliees par p 2 ^ p 3 > on constate I’identite des 
deux sommes. 

223. Le principe des moindres carres etant admis, on peat s’en 
servir pour obtenir les meiJleures valenrs des inconnues, sans 
s’astreindre au calcul pr^alabJe des erreurs commises sur les 
grandeurs directement determinees. 

Les equations imposees aux inconnues ^tant 

h. 
h. 




\ 

' -^1 •••) = 

1 (p 2 (ar,j', 3 , ...) = 

1 

(35) j 

1 

1 •••) = 
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et lenr nombre ^ -i- /? surpassant Je nombre n des inconnues, on 
devra d’abord determiner des valeurs approchees X, , Z, ... de 
a?, pour lesquelles ils subsistera enlre les deux membres 

des Equations ( 35 ) des differences tres petites a^, a2i Si 

Ton nomme x^^y^y ... les corrections qii’i! fauL faire a Y, 
Z, . . . , et e^ , Co, , . . , erij^p cedes de • • • ? aura, en 

negligeant les carres de ces corrections, des equations necessaires 
de la forme 

Pi Ps-si-h. . .M-ai= ei, 

Qj .Tj -h Q?^l H- Q3^1 -H . . . -4“ CCg == ^21 

Pi iTj -i- R.2 Vt “ 4 " R3 -Sj -I- . . . -f- OC3 = ^3, 

Pour rendre minima la somme 

ef -h e| -h , 

il faut, apres I’avoir formee, egaler a zero les derivees par rapport 
^ 3 yi7 • 1 ei fon aura ainsi, entre les inconnues veritables 

de la question, 

Pi ( Pj iTi ) -4- Qi ( Qi ) H“ Ri (Ri a?i ) - 4 “ . . . -T- Pj aj -h Qi a2 - 4 “ . . . = 
P 2 (Pjiri} -f“ Q2 ( Qi a?i ) H- R2 ( Ri^Ti ) -1- . . . -f-' P2 " 4 - Q2 0^2 " 4 “ • • • “ o, 

P3 (Pi^i ) ■ 4 “ Q 3 (Qi^i ) “ 4 “ R3 (RivTi ) -f- . . . -h PsOJi - 4 “ Qa — o, 

(P^Xi)^ (Qi^i), ... designant Pensemble des termes qui, dans 
les equations ( 36 ), precedent a,, .. . On est conduit a la regie 

suivante : 

On ajoiUera les premiers membres des Equations du premier 
degre, dont les seconds membres sont les corrections a faire subir 
anx grandeurs directemenl mesiirees, apr^s les avoir multipliees 
successivement par le coefficient de chaque inconnue. 

Les Equations ainsi form^es, en nombre egal a celui des incon- 
niies, donneront la solution du problem e. 

224 . Supposons que cinq points Ai, A2, Aa, Ar,, A5 aient et^ 
vises d’une m^me station O. Sur Jes dix angles que forment deux 
a deux les lignes de visee, on en a mesure huit. En nommant Xi, 
X23 X3, X4 les angles de la direction OA avec les quatre autres, 
ces angles determinant tous les autres, les mesures choisies sont 
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telles qu’en nommant /s, 4, 4, /g, /y, /g ieurs valeurs 

exactes, on a 


(37) 


373 = 


<M 

II 

?? 

X!^—Xi= /a, 

3"4 3-2 

^2 = 

hi 

373 — 3?i = /b, 

37i = It, 

X-2 Xx 


Les relations entre les angles mesures doivent ^ti'e 


(38} 



o, 

o, 


h-l-—h = 
h-l-,-h = 


o, 


o. 


Ces expressions ne seront pas nulles, mais auronl des valeurs 
tres petites. Nommon*? ces qiiatre valeurs a^, a 2 , a.^, a 4 ; elles doti- 
neront, independammenl de tout calcul, une premiere idee des 
erreurs cornmises. 

Pour appliquer la rnethode des moindres carres, il est inutile de 
former les equations (5); nous ajouterons le*' equations (3^) apres 
avoir multiplie cliacune par le coeflicient de Pune des inconnues 
successiveinent choisies. Nous aurons ainsi 


xj — I’x — /c — ht 

3 x% — X t^ — • iPj = /g -f- /g — 

SXi Xf, — Xx = — ii-h I 5 , 

3 iTi — 373 -4- 3/2 = lx “H l‘i lit • 


On en deduira les valeurs des inconnues 


^7 ^7 1 / '7 4/ 77 47 

TS^^~ 

7 7 I7 47 *7 2, 4 , I, I, 

373 = /j-h I2 — 71 ^ 3 -i" 77 ^4 4 4 - 7/7 — Ti’ ^81 


i5 


5 i5 la i5 5 i5 r5 i5 


22o. Ijorsque les corrections neront calculecN, on devra cher- 
cher, en tenant compte des reserves faites, fa valeur prol^able du 
carr^ de Terre ur a craindre pour chaque inconnue. 
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Gauss a donne pour ce calcu], comme pour tons les details de 
cette theorie, une inethode devenue classique de laquelle resulte 
line demonstration du principe des moindres carres tres differente 
de celle que nous avons adoptee. Nous la reproduisons textuelle- 
ment. 

Probleme. — Designons par p, p", ... les fonctions lineaires 

suwantes des indeterminees r, ... : 

p = « jj? ^ by H- cz -h. . . -f- /, 
v’ = a' r -h b' y -t- c’ z 
p" = a" r ^ b\Y -^c’'z-r...-^ l\ 


Parmi tons les systemes des coefficients x, x', x'^ . . . qui don- 
nent identiquement 

xp -f- x'p' — X — 

k etant independant de x, 5 , . .., trouper celui pour lequel 
x^ H- y!- h- x^'- + . . . est minimum. 

Posons 

/ ap -f- a'p'-H a"p"-h. . . = 
j CP H- c'p' H- c'^p^'h-. . . = 



5, 71, ^ seront des Fonctions lineaires de JC^y, 3 , et I’on aura 


oil 


? = x^a^ -^y'Zab - 1 - -h. . Sa/, 

i\ ^ x^ab y^h^- -i- -h. . .-h S 
t, = x:£,ac -hyl^bc H- sSc2 n-. . -f- Sc/, 


S a2 — ^2 _j_ ^^2 _|_ _j_ _ ^ ^ 


et de ineine pour les autres S. 

Le noinbre des quantiles ?, y,, C, . . • e»t 4gal au nombre xs des 
inconnues x^ y^ on pourra done obtenir, par elimination, 
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line equation de la forme suivante(^) 

a? = A f aa)5 -f- (ap)?) -H (ay)? -h. . 

qiii sera satisfaite identiqnement lorsqu’on remplacera vj, ^ par 
leurs valeurs (G3). Par consequent, si Ton pose 

I a (aa) -4- 6 (ap) -h c ( ay) -h. . . = a, 

(G-i) I a' (aa) 4- (ap) -h c'(aY) -h. . .= a', 

I a''( aa ) 4- 4- c"( ay) 4- . . . = a'^, 

on aura identiquement 

(G5) ap 4- a'fj' 4 - a"c;"4-. . . = a? — A. 

Cette equation montre qne, parmi les differents sjstemes de 
coefficients x, x', on doit compter le systeme 

X = a, x' = a', yf = 2 ", 

On aura d’ailleurs, pour an systeme quelconque, 

(x — -4 (>c'~ a')p'H- (x"— + - . . = A - 

el celte e(|uation, etant identique, (*ntraine les suivantes : 

('x — x)a 4 - (y .' — oL')a'-h( v” ~ o(,")a"-h . . . = 0 , 

(y — a ) H- ( '// — a' ) ^' 4- ( x" — a'’' ) 4- . . . = 0, 

(x — a)c 4- (x^ — a^)c' 4- {y '^ — a")c" 4 -. . . = o, 


Ajoutons ces equations apres les avoir multipliees, respective- 
ment, par (aa), (ajS), (ay), nous aurons, en vertu du sys- 
teme (G4), 

(x — a)a 4- (x' — a')a'4 {y" — a")a'''-i-. . .= o, 


c’est-a-dire 

x^H-x'S-j-. . ,=z a 24 - a' 24 -. . .-h fx — a)2 4- (x' — a')2 4-. . 


(1) On verra plus loin ia raison qui a conduit k designer les coefficients de 
cette formule par la notation (aa), (ap). 
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par consequent, la somme 


aura nne valenr minimum, iorsque Ton aura 

x = a, y/=a', */'= a", 

D’ailleurs, cette valeiir minimum s’obtiendra de la maniere sui- 
vante. 

L’equation (Gg) montre qiie Fon a 

aoL -h a' ol’ a" X = o, 

c 0 -h c' a' -h c" a" . = o, 


iVJnltiplions ces equations, respectivement, par (aa'), (ap), (ay), 
et ajoutons; en a;sant egard aux relations (G4), on trouvera 

a2 4- a'2 ^"2 H- . . . . = ( aa ). 

Lorsque les observations auront donne des equations approxi- 
m a lives 

p = 0, p'=o, p"=o, 

ii faudra, pour determiner Finconnue choisir une combinaison 
de la forme siiivante 


X P -h yJ v' -{- y." p" -H . . . = 0, 

telle qne I’inconnue x acqiiiere un coefficient egal a 1 et que les 
autres inconnues se trouvent eliminees. 

Le poids de cette determination sera 

I 

On obtiendra la determination la plus convenable en prenant 
X = a, x' = a', x^ = ol", . . . ; 

alors X aura la valeur A. On obtiendrait ^videmment la m^me 
valeur sans connaitre les multiplicateurs a, a', a", en efiec- 
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tuant Telimination siir les equations 

^ = 0, r)=o, ? = o, 

le poids de cette determination sera 

I 


et I’erreur mojenne a craindre 

m\fp{a.ix) = m' ^p\cii.OL ) = m"^p"( otx) = . . . . 

Une marche analogue conduirait aux valeiirs les plus conve- 
nables des autres inconniies jk? qui seront celles que Ton 

obtiendrait en effectuant I’elimination sur les equations 

^ = 0 , '/1 = 0 , ^ = 0 , 

Si nous designons par Q la somme 

p 2 _ j _ (;'2 ^ , 

ou. ce qui revient au m^me, 

jo( V — L)2 H-y ( V' - L' )2 p"( V"— V )2 + . , 

on aura evidemment 

j, dQ dQ ^ dQ 

2-0=^, • ■> 

par consequent, les valeurs des inconnues, deduites de la conabi- 
naison la plus convenable, etque nous pouvons appeler les valeurs 
les plus plausibles, sont precisement celles qui doonent a Q une 
vale ur minimum. Or V — L represente la difference entrela valeur 
observee et la valeur calculee; done les valeurs les plus plausibles 
des inconnues sont celles qui rendent minimum la somme des 
carres des differences entre les valeurs calculees el €)bservees des 
quantites V, V^, V', . . ces carres etant respectivement multiplies 
par le poids des observations. Ces principes ont ete depuis long- 
temps etablis par d’autres considerations {Theoria motus cor- 
porum coelestium). 

Si Ton veut assignor la precision relative de cbacune des deter- 
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minatioTis, il faiU deduire des equations (G3) les valeurs de y, 
qui se presenteront sous ia forme suivante : 

/ 0? = A -h (aa) ^ -t-(a3)Y] -f-(aY)S -f-. . 

{ z = C +(Ya)? - 4 -(yP)tq H-(yy)S -h. . .. 

Les valeurs Jes plus plausibJes des inconnues x^ y^ -s, ... seront 
A, B, C, .... Les poids de ces determinations seront 

I T i 

iwy 

et les erreurs moyennes a craindre 


Pour a? m\/ p{QLf3.) =. m' s/p' {'jid.) ^ .., 

^oury =.. ., 

Pour 5 ^s/piyy) = = • • ••> 


ce qui s’accorde avec les resultats obteuus anterieurement ( Theoria 
motus corporum coelestium), 

Le cas oii il n’y a qu’une seule inconnue est le plus frequent et 
le plus simple de tous. On a alors 

V = ir, r=ir, ¥'^=07, 

il sera utile d’en dire quelques mots. 

On aura 

a^\Jp, a'=\/p\ a’=\/y, 

l = -L^, r = -LVy, I" =- Vs/7, 

et, par consequent, 

? = ip -h p' -h p" -h . . — (ph ^ p'V -hp"L" -h. , .)] 

d’ou 

, 1 

^aa)“ y , 

Ainsi, si, par plusieurs observations qui n’ont pas la m^me pr^- 
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cision et dont les poids respectifs sont . . ., on a trouve, 
pour une ineme quantile, unepremiere valeiirU, nnedeuxienie L', 
line troisieme U ^ * j la valeur la plus plausible sera 

/?-+-/>' -h - 

et le poids de cette determination sera 

p -h p' p"-\- 

Si toutes les observations sont egalement plausibles, la vaieur 
la plus probable sera 

L ^ V^V'-h... 

■ ? 

TU 

c’est-a-dire la movenne arithmetique entre les valeurs observees ; 
en prenant pour unite le poids d’une observation isolee, le poids 
de la moyenne sera w. 

226. Quoiqne les formules proposees pour exprimer la valeur 
probable du carr^ de I’erreur a craindre, a quelque point de vue 
qu’on se place pour les obtenir, meritent peu de confiance, il 
n’esl pas inutile de les defendre centre un reproche injustement 
adresse. 

Bienaym^, auteur de I’objection, a propose <c une modification 
profonde » ; il parle de la <c d^fectuosite du calcul ordinaire ». Le 
ddfaut qu’il signale lui parait si simple, « qu’aux premiers mots 
tout le monde en reconnaitra I’existence ». — « L’erreur consiste, 
dit-il, ^ calculer la probabilite d’une erreiir commise comme si 
elle etaitla seule. Un des premiers principes de la tbeorie des pro- 
babilites est que, quand plusieurs evenements arrivent simultane- 
ment, la probability de ieur concours est le produit des probabi- 
lit^s de chacun, de sorte que la probability de ce concours estinfe- 
rieure k la probability de chaque yvenement pris a part ; elle est 
d’autant plus petite qu’il j a plus d’evenements. » 

« Evidemment, ajoute Bienajme, il en est de m^me des erreurs 
de plusieurs inconnues. La probability que ces erreurs resteront 
toutes a la Ibis dans certaines limites ne pent ytre que le produit 
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des probabllit^s separees pour que chacime ne s’ecarte pas de ses 
limites propres et, par consequent, cette probabilite du concours 
des erreiirs de grandeur liniitee doit etre notablement inferienre 
ala probabilite des limites de cbaque erreur consid^ree isolement, 
quelles que piiissenl etre les aiitres. » 

L’assertion est evidente; mais le tort est d’accuser les auteurs 
de la tbeorie et des applications qu’on en afaites del’avoir ignoree 
ou oubliee. 

Quand on a calcule une inconnue, il itnporte de savoir quelle 
confiance merite le resultat. Les formules de Gauss r^pondent 
plus ou moins rigoureusement A cette question. Si une seconde 
inconnue est calculee, le meme probl^me sera resolu pour elle. 

Si Tonconnait les probabililes pour que les erreurs commises 
siir deux angles soienl plus pelites que o", lo? pourra, les deux 
resultats n’etant pas contestes, chercher la probabilite pour que 
les deux 6preuves soient toutes deux plus petites que o%io; Fin- 
ter^t de cet autre probl^me sera plus ou moins grand, mais c’est 
une etrange pretention d’accuser d^erreur ceux qui n'ont pas 
desire Je resoudre. 

Prenons un exemple. 

On vent connaitre un angle A. Cet angle fait partie d’un 
triangle ABC. On mesure les trois angles A, B, C et Fon prend 
pour A la valeur 

( 38 ) ^ (i8o®— A — B — G 

Si est la valeur probable du carre de Ferreur a craindre dans 
la mesure d’uu angle, le carre de Ferreur a craindre en adoptant 
Fexpression (38) est (199) 

L’objection consiste a dire : Sur les deux angles B et C vous 
avez des erreurs a craindre; elles doivent entrer en compte ; elles 
out leur part necessaire dans Fevaliiation du merite de la solu- 
tion. Cela estvraisi leprobleme est de resoudre le triangle; mais, 
si le calcul est entrepris pour determiner Fangle A, on n’aura nul 
souci des deux autres. 

Le triangle a trois c6tes; on pent y inscrire un cercle, ou le cir- 
conscrire, determiner la surface, calculer les bissectrices, etc., et. 
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resondre cent problemes dififerents pour chaciin desquels, puisque 
le triangle est imparfaitement connii, line erreur sera a craindre. 
Cherchera-t-on la probabilite pour qne toutes ces erreiirs soient 
inferieures a des limites donnees? Si persuade qu’on soit qu’il fauL 
le faire, le nombre des grandeurs qui dependent du triangle etant 
infini, il faudra s’arr^ter ; ou commencera la faute commise? 

Un exemple reduira Tobjection a sa veritable valeur. 

On consLruit une carte geographique. Les villes, villages et 
boLirgades y sont inscrits par niilJiers. On etudie run des points 
principaux et Ton cherche Perreur probable a craindre sur cha- 
CLine de ses coordonnees geographiques. Les calculs sont irrepro- 
cbables ; I’auteur de I’objection, sans j contredire, signale une 
faute tres grave. Votre carte, dit-il, contient mille determina- 
tions ; ilfailaitj en vertu d^un principe dont la verite frapp era 
tout Le monde, faire pour les mille points marques le calcul exe- 
cute pour un seul et multiplier les mille probabilites. 

Les erreiirs n’etant pas independantes, ia solution auraitleme- 
rite d’une difficulte vaincue, mais elle condamnerait la carte la 
plus admiree d’autant pins sev^rement qu’elle sei'ait plus riche de 
details. Comment esperer que le produit de mille probabilites ne 
soit pas tres petit? 

Le produit etant suppose connu, on accueillerait certainemenl 
comme un grand progres la recherche isolee de chaqne factenr. 
G’est elle seulement qui pent inieresser. 

227. Nous terminerons ce Chapitre par la demonstration d’un 
elegant theoreme de Gauss, annonce (214) et dont les conse- 
quences relatives a la determination de la precision d’nn systeme 
d’observations ne me paraissent pas acceptables. 

On a mesure directemcnt n p grandeurs. Les mesures inspi- 
rent la meme confiance; mais la valeur probable rn^ du carre de 
I’erreur commise sur I’une d’elles est a completement in- 

connue. Ces n-\- p grandeurs mesurees sont liees par des equa- 
tions, que renonce du probleme fait connaitre, a n grandeurs 
inconn ues. La methode des moindres carres determine ces incon- 
nues par la condition que les corrections sur les grandeurs direc- 
tement mesurees, qui rendent les equations compatibles, aient 
une somme de carres minima. 


B. 


19 
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I^es calculs font connaitre exactement cette somme de carres, 
plus petite par I’enonce meme de Ja condition imposee, que la 
somme des carres des erreurs reellement commises. 

Le theoreme de Gauss se compose de deux parties : 

La somme des carres des corrections prescrites par la me- 
ihode des moindres carres est une fonclion lioniogcne du second 
degre, parfaitemenl determinee, des erreurs reellement com- 
mises. 

En designanl par la valear probable, a priori, du carre de 
Perreur commise siir une observation, la valeur probable de la 
fonction qui represente la somme des carres des corrections pres- 
crites par la melhode, el par consequent la valeur probable de 
cette somme de carres dont la valeur numericjue est connue, est 
egale a pni^. 

Nous aliens demon trer ces deux theoremes, sans poiivoir accep- 
ter qu’il soit permis ensiiite d’egaler la valeur vraie de la somme 
des carres des corrections a la valeur probable et d’en con- 
clure pour valeur probable du carre de Pune des erreurs d’obser- 
valions 

e\ e\ 

, 

P 

<?i, eo, ..., €njf.p etant les corrections faites aux grandeurs me- 
surees et le denominateur /? elant Texces du nombre + /? des 
mesures prises sur le nombre n des inconnues qu’on en a de- 
duites. 

Non seulenient la somme des carres des corrections, mais 
chaque correction en particulier pent s’exprimer en fonction des 
erreurs reellement commises. Si ces erTeurs, en elFet, sont con- 
nues, les Equations auxquelles les inconnues satisfont, et qui de- 
viennent incompatibles, sont parfaitement d^terminees; elles s’ac- 
corderaient si Ton ajoutait a chaque grandeur Perreur commise 
en la mesurant, mais elles peiivent s^accorder d’une infinite de 
inani^res. Les corrections veritables ^tant inconnues, on rend la 
somme des carr6s minima. Le calcul a faire pour cela est parfaite- 
ment determine, et le resultat ne pent contenir, outre les don- 
nees de la question et les grandeurs mesur^es, que les erreurs 
reellement commises. 
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La methode exposee ( 207 ) permet de calculcr cette foactioa, 
dont I’existence est evidente a priori, 

Soient 

Piei“h P2<32-h...-hP n-^p^n^p — 

Ql -+- Q 2 62 4- . - . -f- Qrt-f-p ^n-^p — ^25 

* ? 

Ti6i-r-T2e2-*-...-T-T }i^p Q71+P “ 

les equations qui lient les erreurs possibles ^i, <22^ • • • ? 
evaluations des grandeurs /j, /o*. •••? dont , a2j v,p 

sont des fonctions numeriquemen t connues et tres petites, puis- 
qu’elles seraient rigoureusement niilles si les mesures etaient 
exactes. Les corrections ^oj •••? prescrites par la me- 

thode des moindres carres, sont des fonctions de a2, 
que la methode fait connaiLre. La somme de leurs carres est une 
fonclion homogene dii second degre de ai, ao, . . . , a^. Mais les 
equations (89) sont satisfaites par tons les systemes de corrections 
compatibles avec les donnees du probleme; elles Je sont done par 
les corrections egales aux erreurs v^ritablement commises, et, en 
remplacant ai, 7.2, . . . , par leurs valeiirs donnees par (89) en 
function des erreurs veritables 62? • • • ? on aura exprimd 

la somme des carres des corrections en function de ces erreurs ve- 
ritablement commises qui restent inconnues. 

Pour obtenir les corrections prescrites par la methode des 
moindres carres, il faut rendre minima la somme 

ef -H -h . . . -h Q}i->rp ; 

adjoindre, par consequent, a Pequation 

6i dcx -h 62 4 - 6 fijf.pd & = o 

les p equations obtenues en differentiant le sjsteme (Sp). 

On devra, conformement a la theorie des maxima et minima, 
ajouter ces equations apres les avoir miiltiplieea par des facteurs 
indeterrhines, et ecrire le sjsteme 

ei 4- p-i Pi 4- fi-o Qi 4 - . . . 4- 1 = o, 

62 4 - Pi P 2 4- P2 Q 2 4“ . . . 4 “ 



^n-^p 4 - Pi P n-\-p 4” P 2 Q/iH-p 4 - ... 4” Pp T n-irp = O ; 
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les facteurs [a,, pia, .... [a^, et les inconnues So, . . . , se 

deduiront de ces n-\-p equations adjointes aux p equations (Sg). 

Pour obtenir les facteurs [A^, [Ao, [a^, ajou tons les equa- 

tions (4o)j apres les avoir mnitipliees par P^, P2, • • • , puis par 
Q2? • • • ) ainsi de suite, nous aurons 

[Al (P^) -f- [A2(PQ) “J"* * = o, 

'^£ 2 + (Al (QlP) ■+■ H-2(Q®) "+"• * 1^) “ ^5 



CtjoH- (TP) - 4 - {^ 2 (TQ) -f-. . .- 4 - fAp(T2) = 0 , 

(P2), (PQ), ... representant la somme des carres des valeurs 
de P7, de P^Q^, 

Ajoutons les equations (4o), apres les avoir multipliees par 
^2» • • . 9 nous aurons 

Se? -f- fAjai-h [JL2a2 4-‘...H- iAjoap= o, 

et cette equation fera connaitre exprime, conime nous I’a.vions 
annonce, en fonction de a^, ag, . . . , qiii sont eux-m^mes des 
functions connues d’un systeme quelconque de corrections possi- 
bles et par consequent, en particulier, des erreurs reellenient 
commises. 

228 . II nous reste a chercher la vaieur pi'obable de I’expression 
{42) Oti p.2^2"l“» • .” 4 “ 

Si Si, £27 •••? Srt+jo sont les erreurs reellement commises, la 
vaieur probable de ef est, quel que soil f, la quantite inconnue wr 
qui represente la precision des observations, et, les mesures etant 
independanies, la vaieur probable de e/, e^', quels que soient i et f', 
est egale a zero. 

La vaieur probable de (42) est done le produit par de la 
somme des coefficients des carres de e^, £2, . . . , tn-)rP‘ 

En substituant aux a dans la somme (42) leurs valeurs en fonc- 
tion des e, donnees par le systeme (Sg), Texpression devient, en 
ayant egard aux equations (40)7 



( 43 ) 


Sj e\ -h £262“+-. . • " 4 “ S/i 672 ; 
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et, comme les corrections e sont des fonctions Lineaires des pi et 
des a, par consequent des s, on voit que la somme des coefficients 
des carres Si, £27 • • • ? ^n^rp dans (4^) est egale a 

d6\ ^ ^ dCfi^p 

di'i d^i dtjx-\-p 


c’est-a-dire, d'apres le systeme (Sg), egale, an signe pres, a 


p 


-(-P2 


d\xi 

dt^ 


-t-Qi 


d[x-, 

ThT 



T 

^^dlT 

T 


d\x 




«■*/> 


d\Xr, 


’ d^, 


/i+/> 


On a, en remarquant que les e satisfont au systeme ( 3 g) et que 
les [JL sont des fonctions lineaires des a, 

__ d]X^ p . n -i- T • 


on en deduit les equations 

p PS _ 4 _ P O -U - 4 - P T 




Pj ^ ^ Pi + ^ PjQj-+-. . . 4 - ^ PsTa. 


c^a. 




dz> 


doLi 


d'M 


d'Xn 


dni _ dfM p, .f^^p n -u T 

&„+p “ dat rfa2 rfxp Pn+p^»+p- 


La sorame des premiers membres est done dgale k 


e’est-a-dire a Punite; car cette expression (44) est precisement le 
resultat de la substitution dans la valeur de [jl, deduite de (4^), des 
coefficients de aux termes tout conniis a^, a2, . . . , a^. 

La premiere colonne du Tableau est egale a I’unite. 

II en est de m^me de toutes les autres, et la somme est egale 
a/?. 
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Cette elegante demonstration a ete donnee par M. Gujou. 
Lors done que I'on r^soiit un probleme par la methode des 
moindres carres, n p inesures ajant ete prises et le carr^ de 
I’erreur a craindre sur chaciine d’elles etanc la valeur pro- 

bable de la somme des carres des erreurs reellenient commises est 

mais la valeur probable, necessairement plus petite, de la somme 
des carres des corrections indiqu^es par la methode comme les 
plus plausibles est seulement prn-. 

229 . Reprenons, pour donner nn exeinple, le probleme re- 
solu ( 214 ). A^ , A2, A3, A4 etant quatre points observes dn point O, 
et les angles sous lesquelsA4A2> AjAg, AiA4, A4A3 et A4A2 sont 

vus dll point O ^tant 4, ? 4 , /g, en posant 

l\ — /$ =• C£i, 

/g - 4 “ 1 % — = 0 ^ 2 ? 


et a2 ^tant Ires petits, les corrections a faire aux angles mesii- 
r^s sont 

3 I 

-yai-t*- g«2, 

I 3 




3 «i- 3 « 2 . 


La somme de leurs carres est 

(4^) i(3af -i- 3a| — 2 aia 2 ). 

On a, en nominant e^, So, S3, £4, £5 les erreurs reellement com- 
mises, 

ai = £44- Si — Eg, 

ocg = s 5 -H £3 — £3 , 

La valeur probable de a® est S/n^. cellede af, Zm- et celle de 
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ao, la valeur probable de (45) esL done 

3 ( 9 7722 — 2 7722 ) = 2 

o 

e’est-a-dire, conformement au theoreme de Gauss, le prodiiit de 
ni^ par I’cxces 5 — 3 du nombre des angles mesures sur celui des 
angles inconnus reellernent distincts. 

En egalant cette sornme 2/72” a la somme des carres des correc- 
tions prescrites paries forimiles pour ies huit angles directement 
mesures, la valeur ainsi obtenue pour m- ne peut nullement etre 
acceptee pour rnesure certaine on vraisemblable de i’erreur a 
craindre dans ies observations. 

On peut affirmer seulement, et e'est la le point important, que, 
si la somme des carres des corrections est petite, la probability est 
grande pour que les observations aient ete bien faites. 

230. Independamment de I’incertitude du principe sur lequel 
la demonstration repose, je veux dire le droit d’egaler la somme 
des carrys des corrections aleur valeur probable, line autre cause, 
non moins grave que la premiere, suffirait, dans le plus giand 
nombre des cas, pour enlever toute confiance dans I’yvaluation 
prycise des chances d’erreur proposees apres chaque application 
de la inethode. 

On suppose, a priori, toutes les mesures egalement precises; 
il est impossible, dans la plupart des cas, de croire a cette yga- 
lite : e’est faute de connaitre aucune raison de pryfyrence qu’on 
accepte I’equivalence des resultats. Mais, connues on inconnues, 
ces raisons, si elles existent, doivent exercer une influence sur 
TeiTeur reellernent commise, et e’est celle-la dont on pretend 
donner les chances. 

II ne fandrait pas dire : On obtient une precision moyenne. Des 
mesures dont la precision est inegale ne donneront nullement le 
m^me rysultat qu’un nombre egal de mesures prises avec une pre- 
cision uniforme de quelque maniere qu’on la choisisse. 

Les formules, enfin, supposent pour toutes les observations les 
erreuis conslantes absolument ycartees ; e’est une condition dif- 
ficilemcnt reraplie quand on combine des observations d’origine 
differenle. 
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Le calciil de la precision d’nn systeme d’observations et reva- 
luation qu’on en dediiit pour la coiifiance meritee par le resultat 
ont compromis plus d’une fois la methode des moindres carr^s. 

Apres avoir discute par d’iirimenses calculs les observations du 
passage de Venus siir le Soleil en 1761, Encke a trnuve pour la 
parallai:e dii Soleil 8", 49 pour erreur probable o'\o 6 . II y 
avail, en consequence, plus de Sooooo a parier contre i que I’er- 
reur n’atteindrait pas 0'', 4^, representant sept fois I’erreur pro- 
bable. 

Les aslronomes, cependant, acceplent aujourd’hui pour paral- 
laxe qui correspond precisement a I’erreur o'^ 42 . 

Sur un nombre total de 149 observations, Encke, par des rai- 
sons dont il serait difficile de donner le detail, en avail consi- 
dere 90 comme meilleures que les 69 aiitres. Les premieres avaient 
meme poids dans les calculs et les secondes an poids moitie 
moiodre. II n’en faiit pas davantage, ind^pendamment de toute 
objection iheorique, pour expliquer, j’oserai dire pour pre- 
voir, des erreurs plus grandes encore que celles qu’on a corn- 
mises. 

Si le resultat final est exact, I’un des observateurs, Short, s’est 
trompe de 25 ’' sur I’inslant du second contact et Justander de 4 ^” 
siir celui du premier. 

L’un et I’autre, cependant, sont admis dans la premiere classe, 
comme Lacaille, qui se serait trompe de 2” seuleinent, et Lalande 
de 7. 

L’erreur probable sur I’instant du premier contact, pour Lous 
les observateurs de premiere classe, etant 7'^, il y aurait, si Ton 
s’en rapporte aux formules, igooo a parier contre i qu’une erreur 
de 4o'' ne sera pas commise ; n’etait-ce pas une raison suffisante 
pour faire passer Justander dans la seconde classe, peut-etre inline 
pour supprimer ses chijQfres, en voyant qu’a la sortie il s’est 
trompe de 20''? 

Encke, en piienant ce parti, aurait manqu6, je Je sais, a un 
principe que je n’accepte pas ; les observations sont des temoins ; 
si elies sont, avant I’epreuve, jng^es dignes de confiance, leur 
declaration, quelle qu’elle soil, doit ^Lre recueillie et con- 
servee. 

Laplace a evalue la masse de Jupiter de celle du Soleil. 
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L’erreur commise, affirmail-il, est plus petite que ■=- du nombre 
propose, et le Calcul des probabilites demontre qu’il y a looooo 
centre i a parierpour qu’eile n’atteigne pas celte limite. La Hmite 
cependant a ete depassee : aucun astronome n’en doute aujour- 
d'hui. 

II serait interessant de refaire et de discuter de tels calciils. Je 
veux parler ici des principes seulement. Lorsque des inconnues 
sent determinees par iin grand nombre de mesures, les equa- 
tions etant plus nombreuses qu’il ne faut, le calcul fait con- 
naitre les corrections pour lesquelles la somme des carres est 
minima. 

Quelle est la confiance m^ritee par les resultals? 

Nous avons resolu deux problemes differents ; 

Les observations n’etant pas faites encore, ou, ce quirevient au 
meme, leur resultat ^tant encore inconnu, mais leur precision 
etant appreciee d’apres I’habilete de Pobservateur, quelle est la 
precision du resultat? La solution est irreprochable, mais sans 
interet dans la plupart des cas. Lorsque les observa tears sont 
diff(§rents et les observations nombreuses, il est impossible, 6vi- 
demment, d’exprimer a priori par un nombre la confiance merit^e 
par chacun, en ecartant les circonstances particulieres qui ont pu 
le troubler, comme, par exeinple, danf les observations du pas- 
sage de Venus, ce phenomene imprevu de la goutle qui lendait 
les contacts incertains. 

C’est apres les avoir obtenus qu’il faut juger les resultats, et le 
veritable [irobleme est celui-ci : Les observations sont faites, les 
calculs termines, la somme des carres des corrections est connue 
en chiffres; en d^duire la precision supposee 6gale des observa- 
tions combinees. 

Nous devons rep^ter ce qui a ete dit (174) : 

Quand on entreprend une s6rie de mesures, I’habilete des ob- 
servateurs n’est ni parfaitement connue ni completement incon- 
nue. Ce sont des cas extremes. 11 arrivera presque toujonrs que, 
toutes les valeurs de la precision <^.tant possibles, elles seront, a 
priori^ inegalement vraisemblables. La loi de leurs probabilitds 
avant I’epreuve etant inconnue, le probleme est insoluble. 

Si les observations etaient mal faites, les equations seraient 
discordantes. La probabilite pour que le hasard, et non la perfec- 
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tion des mesures, les rende compatibles apres de petites correc- 
tions, peat ^tre consideree comnie nne impossibility. On peat, en 
consequence, quand la somme des carres des erreurs est petite, 
accepter sans crainte le resultat, mais il est temeraire d’evalaer en 
chiffres la confiance qu’il doit inspirer. 
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CHAPITRE XII. 

LES LOIS DE LA STATISTIQUE. 


Were this calculus founded on the experience of a 
very great number of years, it would very well be 
worth the -while to think of methods to facilite the 
computation of two, three or more lives. 

Halley. 


231. II existe plus d’une maniere de consulter le sort; quand la probabihte est 
la m^me, la moyenne est la m^me sur uu grand nombre d’epreuves, mats les 
chances d’ecart peuvent 6tre differentes. — 232 Expression alg(^brique du pro- 
bleme a resoudre. — 233. Laplace et Poisson, dans leurs etudes sur la siatistique 
des naissances, ont neglige cette remarque. — 234. Le tirage dans plusieurs 
urnes donne, pour une mtoe probabilite moyenne, une valeur plus petite au 
carre de I’^cart. — 235. Influence de rimportance des sommes assur^es sur les 
chances d’^cart de la moyenne. La formule obtenue en supposant les tirages 
faits dans la m6me urne n’est pas acceptable. — 236, Loi de mortalite de 
Gompertz. 


231. Les geometres ont tacitement assimile les evenements 
fortuits a une serie de tirages an sort faits dans une urne de com- 
position inconnue. Rien n’autorise, a priori, une telle Iijpolh^se. 
Toutes les mani^res de consulter le hasard ne sont pas equiva- 
lentes. Sans vouloir le contester, on s’est inontre souvent trop pea 
severe dans le choix k faire entre elles. Une premiere condition 
est ^vidente, c’est Pin variability approchee du rapport entre le 
nombre des evynements et celui des epreuves. 

Quand cette premiere verification reussit, on s’en contente 
presque toujours ; le rapport constant fait connaitre la composi- 
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lion d’une urne dans laquelle doivent se faire les tirages fictifs; on 
en deduit, poiirun grand nombre d’eprenves, les consequences 
estimees de plus en plus probables. 

Si Ton observe, par exemple, dans un pays dont la population 
est stationnaire, le nombre des deces, celui des naissances, le rap- 
port du nombre des filles a celui des garcons, le nombre des in- 
cendies, celui des jours ou le vent souffle dans une direction de- 
signee, etc., on trouvera, avec une approximation inegale, mais 
toujours grande a la longue, un rapport invariable entre le nombre 
d’evenements d’un genre designe et le nombre des epreuves. On 
comprend dans quel sens est pris le mot epreuve, S’il s’agit, par 
exemple, des incendies, chaque maison sert d’epreuve, et le rap- 
port dont nous parlons est celui de leur nombre total a celui des 
sinistres. 

Chaque evenement fortuit acquiert par ces releves, quand ils 
portent sur de grands nombres, une probabilite determinee sur 
laquelle, lorsque les rapports restent constants, ne pent s’elever 
aucun doiite. 

Si, sur loooo individiis 4g4s de 3o ans, 5ooo atteignent 
I’^ge de 65 ans, on conclura, trds legitimement, que pour un 
hoinme de 3o ans choisi au hasard la probabilite de vivre 35 ans 
est -j. 

Ld conclusion etant acceptee, elle n’autorise pas Passimilation 
des chances de deces des hoinmes de 3o ans, dans une p^riode 
de 35 ans, a celles du tirage au sort dans une urne nontenant 
I boule blanche et i boule noire. 

Si dans une telle urne on fait loooo tirages, le nombre des 
boil les blanches ob tenues sera 5ooo environ, un pen plus ou un 
peu moins, selonles caprices du hasard. 

Si, sur loooo individus ages de Lrente ans, on compte les survi- 
vants 35 ans apr^s, ce nombre, d’apres les Tables qui sont tr^s 
exacles, sera 5ooo environ, un peu plus, un pen moins, suivant 
des circonstances que mil ne pent prevoir. 

Les deux cas sous ce'rapport sont identiques. 

Est-ce la tout ce qu’on doit demander? 

Les nombres compares different peu de 5ooo. 

Mais I’ecart dans un cas, celui des d^ces, est completement in- 
connu j nous n’en pouvons rien dire, moins encore affirmer. Dans 
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le cas des tirages axi sort dans une urne, il esL soiimis a des lois 
precises. 

La moyenne de ses valeurs absoliies, celles des valeurs de son 
carre peuvent ^tre, avec confiance, calciilees a I’avance. 

On pent affirnnier que, dans le cas pris pour exemple, siir 
1 0000 tirages renoiiveles un grand nombre de fois, la valeur 
moyenne de I’ecart sera 4o; celle de son carre, ciSoo. 

Si, en considerant nn grand nombre degroiipes de loooohommes 
de 3o anS; la moyenne generale des deces en 35 ans etant egaJe a 
5ooo, la mojenne des ecarts, an lieu d’etre 4o, se trouve egale 
a 100 , on poiirra, sans en conclure Texistence d’une cause pertur- 
batrice, accuser de la discordance la pretention d’assimiler deux 
problemes tres difFerents. 

II y a, nous Tavons dit, bien des moyens de consulter le hasard; 
quand ils donnent le meme resultat moyen, ils ne donnent pas 
pour cela les m^mes probabilites d’ecart. Au lieu de tirer des 
bonles dans une urne de composition donnee, on pent associer 
plusieurs times de composition diflferente et puiser alternative- 
ment dans chacune d’elles : les resultats moyens sonl les memes 
qne pour des tirages faits dans une urne de composition moyenne, 
les chances d’ecart ne le sont pas. 

Si, pour prendre un cas extreme, au lieu de puiser loooo fois 
dans une urne contenant i boule noire et i boule blanche, on 
puisait alternativement dans deux times contenant, Tune la boule 
noire, Tautre la boule blanche, on obtiendrait avec certitude 
5ooo fois la boule blanche, et I’ecart deviendrait nul. 

La substitution de plusieurs urnes a une seule pour repre- 
senter les Tables de mortalite parait, a priori, tres plausible. 
Parmi les individus du inline age, il esl impossible de ne pas faire 
des categories pour lesquelles les chances de vie sont inegales. 
Elies ne sont pas les m^mes pour la ville et pour la campagne; 
on doit lenir compte des habitudes d’oisivete ou de travail, de la 
profession exercee, de Tintempt^rance ou de la sobriete, de la lon- 
gevite des parents, etc. La statistique confond tons les cas et 
donne une moyenne; on approcherait davantage de la v6ritd en 
formant une Table pour chaque catdgorie : chaque Table alors 
serait remplacee par une urne et les compositions seraient diffe- 
rentes. 
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Si reveneiTient dtudi^ est la chule de la pluie et que, clans im 
lieu determine, on observe, en mojenne, sur iin grand nombre de 
siecles, 92 jours de pluie par an, la probability sera, pour qii’il 
pleuve nn jour donne, cela n’est pas conteste; mais, chaque 
annee, le nombre des jours de pluie s’ecartera plus ou moins de 
92 : la moyenne des ecarts n’a rien de conimun avec celle qui se 
produirait i>i, chaque annee, on faisait 365 tirages dans une urne 
contenant 92 boules blanches et boules noires. 

La cause de la difiference, tres probablement, est aiure dans ce 
cas que dans le precedent. La probability pour cju’il pleuve im 
jour designe longteinps a I’avance esL^^; mais, pour qu’il pleuve 
deux jours de suite, elle est tr^s difFerente de Quand il fait 

mauvais temps, ce n’est pas d’habitude pour un jour seulement; 
la probability d’un tirage est influencee par celle du tirage pre- 
cedent. Cela ne change rien aux mojennes, puisque I’urne a ete 
composee precisement pour Jes rendre egales; mais il n’y a plus 
entre les ecarts, independainment de toute cause perturbatrice, 
aucune I'elation necessaire. 

232. La question genei'ale semble devoir ytre posye de la ma- 
niere suivanle : 

Un evenement fortuit peut, sur p epreuves, arriver un nombre 
inconnu de fois : la probability pour qu’il arrive n fois est p,i ; le 
nombre probable des arrivees sera 

(1) -i- . .-i- 

en le designant par la statistique indiquera le nombre p 
comme probability de I’evynement k chaque epreuve. 

Si Ton renouvelle n fois les p epreuves, le nombre d’arrivyes 
s’ecartera, pour chacjue serie, de la valeur mojenne pju. En nom- 
mantNi, JNo, . N,z les nombres successifs sur p Epreuves, la 
mojenne 

( 2 ) Nih- Ng-f-Ng-h. . .H- N/t 

n 

differera pea de ^p. Nous pouvons meme la regarder comme 
egale a p/?, car c’est ce rapport seui qui nous fait connaitre la pro- 
bability mojenne dysignye par p. 
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L’ecart dans Jes [jl epreuves formant la serie dii rang* i sera 


(3) 


Nj -4“ Ng N3 


■N« 


■N,. 


La moyenne des carres des valeurs de cetfce difference aural t (62) 
une expression Ires simple, — />), si I’evenement etait le ti- 
rage au sort dans une urne ; ella poiirra, sans qu’on s’en etonne, 
prendre dans le cas general une valeurtr^s differente. 

L’etude de ces valeurs dans tous les cas possibles serait interes- 
sante. 

La moyenne des carres de I’expression (3) est identique- 
ment (163) 

(4) Nf ^ Ni-HNo,-h...-4-N. y 

Le second terme differera pen de ; cela r^sulte, nous I’avons 
dit, de la definition m4me de p. 

Le premier terme 

Nj h-N| 

n 


n’est pas une fonction delerminee de p. 

Si les noinbres Ni, N 2 , resultent de tirages an sort 

dans une urne donnant k la sortie d’une boule blanche la proba- 
bilite />, on aura approximativement, pour un grand nombre 
d’epreuves, 


( 5 ) 

( 6 ) 


Nj[ N 2 . . -1- N// 
n 




n 




L’eq nation (5) est evidente. 

Le premier inembre de ( 6 ) pent, si n est grand, ^tre remplace 
par la valeur probable de N^, c’est-a-dire par le carre du nombre 
d’arrivees sur p. epreuves de revenement dont la probability est la 
somme des termes du dyveloppement de (/? 4 - 5 ^)^ multipliys 
chacun par le carry de Texposant de p. Cette somme a yte cal- 
culee (183). 
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Si I’on ne connait sur les probabilites ^ P\^ 
seule Equation 

y?l -f- 2^2'+“ V-Pi 

a laquelle il faut adjoindre la condition identique 

Tequalion (6) n’est plus demontree. II est impossible de con- 
naitre, d’apres les donnees, la valeur probable de 

n 

egale a 

/>i -{- 4/^2 -1- 9/^3 . . . -h > 

et par consequent aussi la valeur probable de I’ecart repr^sentee 
par I’expression (4) doit rester inconnue. 

233. Lorsque Laplace et Poisson ont cherclie les probabilil^s 
de cerlaines anomalies locales dans le rapport du nombre de nais- 
sances masculines et feminines, ils n’ont pas tenu coinpte des 
differences tres grandes que nous venons de signaler. Lears cal- 
ciils sont fails comme si, la naissance d’un gargon ayant une cer- 
taine probabilite, les resultats possibles d’un nombre quelconque 
de naissances avaient, a moins de causes perturbatrices, les m^mes 
chances que si Ton tirait des boules d’une meme urne convena- 
blement preparee. 


234- Lorsque la probabilite d’un evenement est /?, la valeur 
probable du nombre d’arrivees sur [a epreuves est p-ju, et celle du 
carre de I’ecart entre le nombre veritable etle nombre probable pp 
est (62) — jt?). 

Si, a une urne donnant une probabilite p a I’^venement, on sub- 
stitue n urnes dijff^rentes donnant les probabilites Pn^ 
dans lesquelles on puisera alternativement, la probabilite mojenne 
etant ^gale a ju, la valeur niojenne du carre de I’^cart sera di- 
minuee. 

Si Ton tire, en effet, successivement dans les diverses urnes et 
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que, le nombre total des tirages etant [jl/ 2 , on ait puise p. fois dans 
chacLine, le nombre probable des boules blanches sorties sera 

Pn)’ 

Sur im m^me nombre [ji/z de tirages dans la premiere urnej le 
nombre probable des boules blanches serait 

^np, 

Ces nombres sont egaux, puisqiie, par hypothese, la moyenne 

jPi Pn 

n 

est 6gale a p. 

Les chances d’ecart sont tres differentes. 

Dans le cas des \kn tirages fails dans I’lirne qui donne a la sortie 
d’une boule blanche la probabilite /?, si Ton d^signe le nombre 
des boules blanches sorties par 

\knp -h 3, 

la valeur probable de est (62) 

(7) ixnp(i—p), 

Dans le cas des n series de p. tirages qui forment la seconde 
epreuve, les nombres de boules blanches pourront ^tre repre- 
sen tes par 

lipn-+-3n; 

I’ecart entre leur nombre total et le nombi'e le plus probable sera 

-1- ^2 -f- . . . + 3,ij 

dont le carre peut ^tre represente par 
( 8 ) S H- li S ZfZi'. 

La valeur probable de ZiZi' est nulle, quels que soient i et f'; 
celle de zf est 

H-Pi(i—Pi)- 

La valeur probable du carr^ de I’ecart dans F ensemble des p./z 

B. 
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epreiives faites dans n times difFerentes est 

( 9 ) — Pi) ^ — Pi) - Pn{l — Pn)]- 

La difference des expressions ( 7 ) et ( 9 ) est, on le voit aisemeiit, 

elie est essentiellement positive, et la valetir probable du carre de 
I’ecart dans le cas d’une seule urne est, pour line meme probabi- 
lite moyenne, plus grande qiie pour Jes urnes associees. 

23S. Les remarques precedentes peuvents'appliqiier a la theorie 
des assurances. Le benefice d’une Compagnie d’assurances stir la 
vie, par exemple, depend du nombre des deces qui surviendront 
dans I’annee parmi les assures. Ce nombre se compose de deux 
parties ; un terme fixe, proportionnel au nombre des assures et 
donne par Jes Tables, et tin terme alealoire, inconnu de grandeur 
et de signe, que nous nommerons Vdcaj't, Le premier terme fait 
connailre la valeur equitable de la prime a pa'yer, le second repre- 
sente les variations du benefice annuel; il est tr^s probablement 
petit par rapport au premier, si le nombre des affaires est consi- 
derable. 

L’appreciation reduite a ces termes vagues n’est pas contes- 
table; mais il n’est pas permis de la reduire en formule en assiini- 
lant les ecarts a ceux que peuvent produire des tirages au sort 
dans une urne de composition fixe. 

Si Ton considere, par exemple, une Compagnie d’assurances 
mutuelles centre I’incendie, la part de chacun dans la repartition 
des sinistres variera d’aiilant moins, toutes choses ^gales d’ail- 
leurs, d’une annee a Tautre, que le nombre des assures sera plus 
grand et que les sorames assurees a chacun differeront moins de 
I’egalite. 

Soient : 

le nombre des assures a qui la prime a payer en cas de sinislre 
est a^ ; 

p .2 le nombre de ceux pour qui la prime est ; 

j 

[A, a le nombre de ceux pour qui elle est 
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62 ’, <3,2 les hearts relatifs a chacime de ces categories; 

p la probabilite d’un sinistre. 

La somme probable a payer sera 
et la part proportionnelle de celiii qui doit recevoir a^ est 

ai-H (JLgaa-l-. . .-f- ^ 

a^— |- a2-l— . . .H- oCfi 

\Jecart de la somnae a payer, e’est-a-dire la difference entre la 
somme prevue et celle qui sera r^ellement due, est pour la Com- 
pagnie 

- f - 2^2 ^2 

Les ecarts ^ 2 , •• •>, en ayant des valeurs probables egales a 
z<§ro, ainsi que leurs produits deux a deux, le carre de cette 
expression a mime valeur probable que 

(10) af -4- al -1-. . .-i- 

Si le sinistre dont la probabilite est p etait assimill a un tirage 
au sort dans une urne de composition invariable, la valeur pro- 
bable de serait (A|/;(i — />), et celle de la somme ( 10 ) aurait 
pour valeur 

(11) /?(i— 

La part correspondante de Fassurl qui doit recevoir a/ serait 

Oil a2 "H . , . H— oCfi 

.Cette evaluation, diduite d’une assimilation que rien ii’autorise, 
ne doit inspirer aucune confiance. 

236. Je terminerai ce Chapitre en indiqiiant une loi remar- 
quable de probabilite proposee par Gompertz, et qui, dans des 
limites assez ecartees, parait s’approcher de la veritl. 

La condition arbitrairement imposee a la fonction inconnue est 
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que la probabilite pour que deux indiviflus d’^ges connus vivent 
Pun et I’antre apres tin nombre donne d’annees soil proporlion- 
iielle a celle pour qu’un troisi^rue iodividu, d’^ge convenablement 
choisi, vive Ini-m^me apres ce meme uombre d’annees. 

Si cp(^) designe, pour un nombre donne de naissances, le 
nombre des survivants a I’^ge la condiLion demandee est 
exprimee par I’equation 

<p(a-^ce) ^ cp(c4-a7) 

^ ^ cp(a) o(b) cp(c) 

Cette equation doit avoir lien quel que soil x, quand on choisit 
pour G une fonction convenable de a et de h. 

effetj la probabilite pour qii’un individu dont 

Page est a vive encore dans n annees. 

En prenant les logaritbmes des deux membres de ( 12 ) et posant 
/ cp ( a) = F( w), Ja condition devient 

F(a-i-a7)-t~F(^-i-"a7) = F(c-hip)-i-H, 

H etanl une fonction de a et de 6 ind^pendante de x. En prenant 
la ddrivee par rapport a ^ et posant 

F'(u) = ^(u), 

on a 

(13) ^(a -hir) -H -ha?) = H- ar); 
par consequent, en faisant a? = o, 

(14) = 
on doit avoir aussi 

{i5) ^(a dec) = ^{c da;) 

et, en retranchant, 

(16) = 

Les seconds membres des equations (i4) et (i5) sont fonctions 
de c; ils dependent done I’un de Pautre. II doit en ^tre de m^me 
des premiers membres, et une relation doit exister entre les deux 
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fonctions 

La condition necessaire et suffisanLe pom' qa’il en soil ainsi est 
qiie le determinant fonctionnel soit nul. Ecrivons done 

^\a) ^{b) — ^\a) ^'{b) = o. 

Telle est [’equation qui determine Si Ton suppose que ni A' ni 
ne soient mils, on aura 


Y(a) _ 


on en d^dnit aiseinent 


^’{z) = 


et, siiccessivement, 


-h Cl, 

F(5) == Hi Cl 5 -+- Gg, 

cp ( 5 ) = <5^^-f-Ct5-+-C8 • 

H,, C,, G2 et k sont des constantes. 

Cette formule, plus generate que celle de Gompertz, a 6 te pro- 
posee par Makeham. 

Gompertz suppose Ci et C2 ^gaux a zero et prend 

J’ai determine les coefficients par la condition d’accorder aiitant 
que possible les coefficients avec les meilleures Tables connues. 
Les resultats sont donnes par le Tableau suivant : 

cp(^) = 

cp(3o) = 890, cp(6o) = 584, ^(90) = 

K= 0,071485, logK = 8 ,8542146, 

H =: — o, 0065461, logH = 7,815981 1, 

G= 941,160. logG = 2,9786634. 
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Tables 




des 20 G'®* 

de 

de 

de 

z . 

Calcul. 

anglaises 

Duvillard. 

Deparcieux. 

Northampton. 

30.... 

890,00 

890 

890 , 00 

890,00 

890,00 

35.... 

868,88 

854 

820,59 

8^' I ,5o 

813,89 

40.... 

839,56 

8i3 

750, 3o 

796,63 

737,78 

45 

799,35 

769 

678,54 

754,20 

659, 23 

50.. .. 

745,18 

7t8 

6o3,38 

704,48 

579,87 

55.... 

674,06 

657 

522,39 

637,79 

496,86 

60.... 

584,00 

584 

433,78 

56i ,40 

4i3,64 

65.... 

475,74 

491 

337,93 

478,95 

33 1 , 24 

70.... 

354,87 

382 

238,97 

375,88 

25 o, o5 

75.... 

1233, 39 

259 

145,72 

255,84 

168,87 

80.... 

124,85 

142 

7«»49 

143,08 

95,19 

85.... 

54,44 

59 

19:44 

58,20 

37,75 

90.... 

165 00 

16 

7,78 

12,33 

■9,33 


Les differences enlre Jes valeurs de cp(^) et celles que donnent 
les Tables des vingt Compagnies anglaises sont moindres que les 
differences des diverses Tables entre elies. 
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CHAPITRE XIII. 

PROBABLLITJ^S DES D^ICISIONS. 


Cela fait, comment scntenciez-vous, mon amy? 

Comme vous autres, messieurs, repondit Bridoye, pour 
celuy je donne sentence duquel la chance hvree par le 
sort des dez judiciaires premier advient. 

Rabelais. 


237 . Resume critique des tentatives faites pour appliquer le Calcul des probabilites 
aux d^cisioQS judiciaires. 


237. L’assimilation la plus t^meraire d’un tirage au sort aux 
effets de causes inconuues et variables a ete proposee par Gon- 
dorcet. 

Le Livre trop longtemps admire sur la probabilite des decisions 
prises a la ra^jorlte repose tout entier sur cette confusion. Aucun 
de ses principes n’est acceptable, aucune de ses conclusions n’ap- 
proche de la verite. 

La iheorie de Condorcet a ete comment^e, refaite m^me en en- 
tier par des savants illustres ou cel^bresj aucun progres n’a pu en 
corriger I’impnissance. 

Les successeurs de Condorcet, tout en le louant d’avoir porte 
le flambeau de la Science dans ces mysterieuses questions, ont 
reconnu I’insuffisance de ses formules ; ils n’en ont. pas propose 
de meilleures. 

Laplace a rejete les resultats de Condorcet, Poisson n’a pas 
accepte ceux de Laplace; ni I’un ni Tautre n’a pu soumettre au 
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calcul ce qiii v echappe essentiellement : ]es chances d’erreur d’un 
esprit plus ou moins eclaire, devant des faits mal conn us et des 
droits imparfaitement definis. 

Dans la discussion dhine loi sur le jnrj, Arago all^gua 1 ’autorite 
de Laplace. 

On poiivait, disait-il, diminuer les erreurs judiciaires dans le 
rapport de 5 a 7 . La theorie le demon tre. Ces cbilfres sont aussi 
certains que la parallaxe du Soleil. 

Un depute osa exprimer un doute, Arago le traita fort mal. 
Quand il parlait au nom de la Science, il n’appartenait pas a des 
ignorants de le contredire. 

On a change la parallaxe du Soleil pour une autre plus exacte. 
Les chifFres de Laplace n’ont pas a etre changes, ils ne meritent 
que I’oubli. 

L’analyse du Livre de Condorcet est difficile a faire. Les erreurs 
j sont tellement evidentes, la confiance qu’elles inspirent telle- 
inent naive, que Tapprobation connue de juges tres justement 
illustres rend les citations invraisemblables. 

Comment croire qu’a c 6 t^ des aberrations singulieres, textuelle- 
ment rapportees, ne se trouve pas quelque idee de genie qu’il 
serait juste de produire? 

Le Livre n’est pas rare, chacun pent chercher. 

Tout se passe, suivanl Condorcet, comme si les magistrats, imi- 
tant Bridoye, juge de Mjrelingues, sentenciaient par le sort des 
des. L’assimilation de I’opinion d’un juge au tirage d’une boule 
dans une urne de composition d^terminee est pour Uii une iden- 
tite. Si la boule est blanche, la decision sera bonne. Le juge se 
trompera s’il tire une boule noire. L’urne dans laquelle puise un 
juge eclaire et honnete contient beaucoup de boules blanches; 
les boules noires abondent dans celle d’un juge sans conscience. 

Le difficile est de trouver la composition de Turne. Telle n’est 
pas Topinion de Condorcet. II suppose qu’une meme urne serve a 
tons les juges, pour toutes les causes et pour tons les tribunaux 
d’un inline pays. Le probleme n’a plus qu’une seule inconnue. 
Dans cette hypothese, favorable au calcul, Condorcet est en droit 
de rassurer les innocents en mena^ant les coupables d’un inevi- 
table chatiment; on doit supposer, dans I’lirne dont tout depend, 
les boules blanches en majorite. En douter serait faire injure a la 
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magistrature. Si Jes juges se trompaient plus d’une fois snr deuxj 
il fa ad rail sup primer les proces. 

On doit les conserver, mais assurer de bons jugements. Rien 
n’est plus facile; il faut accroitre le nombre des juges. Quarid les 
boiiles blanches sont en plus grand nombre que les noires, leur 
sortie en plus grand nombre est probable; elle devient certaine si 
les tirages sont nombreux : la probabilite d’lme decision prise par 
la majorite pent approcher ainsi de la certitude. 

Nous supposerons, dit Condorcet, les assemblees composees de 
votants ayant une egale justesse d’esprit et des liimi^res egales; 
nous supposerons qu’aucun votant n’ait d’influence sur les voix 
des autres et que tons operent de bonne foi. 

Plus le nombre des votants augmentera, plus la probabilite de 
la decision sera grande : la limite de cette probability est la certi- 
tude. 

Les illusions de Condorcet ne s’etendent pas a toutes les 
assemblies. 

Une assemblie nombreuse ne pent pas, dit-il, itre composee 
d’hommes tres iclairis : il y aura un grand nombre de questions 
snr lesquelles la probabilite de la voix de chaque votant sera au- 
dessous de -J. Alors, plus I’assemblee .sera nombreuse, plus elle 
sera exposie a rendre des decisions fausses. 

On peut dire plus, elle en sera certaine. 

Une assemblee nombreuse, dont chaque membre se trompe 
plus d’une fois sur deux, se prononcera certainement centre la 
verity : elle donnera un moyen siir de la connaitre. Condorcet ne 
I’a pas propose, mais il risulle de ses formules; il serait injuste 
de lui en refuser I’honneur. 

Tons les calculs ont pour base la probability pour qu’un juge 
se trompe; on ne dit ni quel juge ni dans quel proces : e’est une 
constante qu’il faut determiner. Condorcet donne plusieurs so- 
lutions. 

La plus assuree, malheureusement d’une execution difficile, 
consisterait A reunir pour former un tribunal d’examen un assez 
grand nombre d’homrnes veritablement eclaires pour que leurs 
decisions fussent consideryes comme certaines. On saurait alors 
combien de fois les juges se seront trompys dans leurs decisions 
prises a la majority; en admettant pour tons la meme chance d’er- 
B. 
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rear on degagera aiseinent des formules cjui ne contiendront pas 
d’autre inconnue Ja valeur exacie de celte chance. 

Cette niethode, dit Condorcet, ne pent avoir qu’un inconve- 
nient. II en enumere trois cependant : 

La difficnlte de composer nn tribunal d’examen, le long temps 
qui serait necessaire pour examiner un grand noml)re de deci- 
sions, les embarras qui peuveni rendre Fexamen difficile. 

Condorcet, on le voit, ne dissimiile pas les difficultes. Mais, 
qiiand on les aura surmontees, quel dedommagement ! 

La certitude d’nn bon jugement pourra croitre sans limite, il 
n'y aura qu’a choisir. 

Si le risque de Ferreur, dit Condorcet, est tel qu on neglige un 
risque semblable quand il s’agit de sa propre vie, les plus exi- 
geants devront s’en contenler. 

Beancoup de gens reputes sages prennent a Lyon le bateau 
pour se rendre a Avignon, Le pont Saint-Esprit cependant est sur 
la route. 

Que faudrait-il penser d’un tribunal qui donnerait aux inno- 
cents autant de chances d’etre pendns qu’im voyageur en a de se 
noyer au pont Saint-Esprit? 

Cette id^e ne lui plait pas completement. 

Supposons, dit-il, que Fon sache coinbien il p6nl de paquebots 
sur le nombre de ceu\ qui vont de Douvres a Calais ou qui 
reviennent de Calais a Douvres, et qu’on n’ait egard qu’a ceux qui 
sonL partis par un temps regarde comme bon et sur par les 
homines instruits dans la navigation. Il est clair qu’on aura ainsi 
la valeur d’un risque qu’on pent negliger sans imprudence. 

Apres de longues et conscieiicleuses recherches, Condorcet se 
decide a accepter la fraction ^ ^ : C’est la derniere concession 
qu’il puisse faire. C’est la, dit-il, Je risque le plus considerable 
qu’il soil permis de negliger. C’est la probabilite d’errenr qu’une 
nation bien gouvern^e peut laisser subsister dans les jugements et 
dans les decisions des asseniblees d^lib^rantes^ Une erreur sur 
i 447^S jugements esl le dernier mot de Condorcet. 

Laplace promet moins, mais ne tient pas mieux sa promesse; 
il assimile, comme Condorcet, I’opinion d’nn juge a un tirage fait 
dans une urne, mais il repousse I’hypoth^se d’une probabiIit(5 
invariable. 
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Laplace suppose toutefois que, dans une m^me cause, tous les 
jnges ont chance egale de se tromper^ il admet aussi, supposition 
non moins etrange, que cette chance, a I’ouverUire des debats, 
soit completement inconnue. 

Qu’il s’agisse d’un jury d’ expropriation, d’un tribunal de pre- 
miere instance, d’une Gour d’appel ou de la Cour de cassation, 
d’une question de droit ou d’une question de fait, d'un crime 
contre les personnes ou centre les proprlel^s, ses formules et ses 
chifFres n’en regoivent aucun changement. Un seul renseignement 
figure dans ses formules : le nombre des voix emises en favour de 
chaque opinion. Deux jugements portes la majorite de cinq 
contre Irois se valent, quels que soient les juges. Si le partage se 
fait dans la proportion de sept contre un, celui des juges qui s’est 
separe des sept autres puise, comme eux, dans la presque unani- 
mite la m^me garantie de sagacite. La chance d’erreur est la m^me 
pour tous, telle a dte la base du calcuL Ces huit juges puisent 
dans la m^me urne, les houles blanches y sent en grande majorite. 
Si le hasard a mis une boule noire dans les mains du huiti^me 
juge, e’est un pur accident : il n’en fant I'ien conclure contre lui. 

Les consequences de ces hypotheses sont moins assurees, quoi 
qu’en ait dit Arago, que la theorie du Soleil. 

Dans les tribunaux ou cinq voix sont necessaires pour une con- 
damnation, la probabilite d’une erreur est et cela quels que 
soient Jes juges. 

Si le tribunal est rdduit a six membres qiil ne pourraient con- 
damner qu’a la pluralite de quatre voix, la probabilite d’une 
erreur a craindre serait au-dessous de 

Dans le jury de douze membres, si la pluralite exigee pour la 
condamnalion est de huit voix sur douze, la probabilite de I’er- 
reur a craindre est elle est a peu pr^s ^ si la pluralite est de 
neuf voix. Dans le cas de I’unanimite, la probabilite d’une erreur 
est r^duite a 77^. 

Telle serait, suivant le calcul, la mesure de la securile assuree 
aux innocents par la loi anglaise. 

Poisson n’accepte pas la solution de Laplace, il le declare tirai- 
dement. 

Laplace, dit-il, fait une hypo these qui n’est point incontestable. 

L’insucces de son maitre ne le decourage pas ; il fait reposer a son 
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tour des oalculs exacts sur des hypotheses sans fondement et propose 
le resultat avec la meme confiance qu’un theoreme de Geometrie. 

Avant i83i, dit-il, et pour la France entiere, la probabilite 
qu’un jure ne se Lromperait pas dans son vote etait un pen sup^- 
rieure a f dans le cas des crimes contre les personnes, et a pen 
pres egale a dans le cas des crimes contre les proprietes. Sans 
distinction de I’espece de crimes, cette chance etait tres pen infe- 
rieure a j pour toute la France et un pen superieure a cette frac- 
tion pour le departement de la Seine. 

La probabilite de la culpabilite de I’accuse se trouverait, pour 
la France entiere, comprise entre o,53 et o,54 : eHe surpasse f 
dans le cas des crimes contre les proprietes. 

Dans les annees qui ont precede i83i el pour la France en- 
tiere, la probabilite de I’erreur d’une condam nation prononcee a 
la majorite minima de sept voix contre cinq etait, a peu pres, 
o, i6 ou o,o4, selon qu’il s’agissait d’un crime contre les personnes 
oil d’un crime contre les propri^t^s. Sans distinction de I’espece 
de crime, elle avail pour valetir o,o6. 

Que faut-il croire de tout cela? 

Absolument rien. 

Poisson, comme Condorcet et comme Laplace, assimile les jures 
a des urnes. Comme Laplace, il suppose la probabilite la meme 
pour tous ceux qui jugent une meme cause; comme Condorcet, il 
la suppose egale pour toutes les causes. 

Il declare formellement, il est vrai, ces hypotheses inaccep- 
tables; elles n’en sont pas moins la base de ses calculs : il croit tout 
concilier en subslituant dans les enonces ce qu’il appelle une pro- 
babilite moyenne a la constante introduite dans les demonstra- 
tions, erreur de principe moins excusable peut-6tre que les hypo- 
theses les plus hasard^es. 

Si, sur douze jur^s, sept ne se trompent jamais et cinq se 
trompent toujours, la probability moyenne d’erreur sera -:j^. Elle 
le sera aussi si chaque jure tire sa decision bonne ou mauvaise 
dans une urne contenant cinq boules noires ou sept blanches. Le 
jury cependant, dans le premier cas, ne se trompe jamais; les 
boules noires, dans le second cas, seront souvent en majorite. 
Poisson dans ses calculs ne distingue pas les deux hypotheses. 

L’une des formes les plus etranges de I’illusion, dont on fait 
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hormeur a Coadorcet, a etc proposde par Cournot. II d^duit des 
formules par un calcul tres exact le merite des trois juges qui 
composent un m^me tribunal, non seulement le merite relatif, 
mais le m^rile absolu, la probabilite pour chacun d’eux de ne pas 
se tromper dans une cause qui leur est soumise. On a peine a 
comjDrendre qu’un tel r^sultat n’ait pas mis en defiance un esprit 
rig- 0 ureux et subtil. 

Le tribunal se compose de trois juges. Trois inconnues seule- 
ment sont a determiner. Cournot, qui fait un pas vers la r^alit^, 
en supposant aux juges une sagacite inegale, leur attribue la meme 
chance d’erreur dans toutes les causes qui leur sont soumises, 
croyant, comme Poisson, obtenir par cette singuliere hypothese 
ce qu’il nomme une probabilite moyenne; il suppose en outre, et 
c’est la moins acceptable de ses erreurs, la chance de bien juger 
independante, pour chaque juge, de celle des deux aiitres. Si 
chaque juge se trompe une fois sur quatre, ils se tromperont tous 
les trois ensemble une fois sur soixante-quatre. 

C’est se placer trop loin de la virile pour que 1 ’application des 
formules puisse donner m^me une grossiere approximation. Que 
I’on veuille faire ou non la fiction contraire, quand un juge se 
trompe il y a pour cela des raisons : il n’a pas reellement mis la 
main dans une urne ou le hasard Fa mal servi. Il a ajoute foi a un 
faux temoignage, le concours fortuit de plusieurs circonstances a 
eveille a tort sa defiance, un avocat trop habile I’a dmu, de hautes 
influences peut-etre Font ^branle* Ses collegues ont entendu les 
m^mes temoins, on les a instruits des m^mes circonstances, le 
inline avocat a plaids devan t eux, on a tente sur eux la m^me 
pression : la chance d’opiner dans le m^me sens n’est aucunement 
comparable a celle de tirer trois boules de m^me couleur dans 
trois tirages independants les uns des autres. 

Si, comme le demande tres sdrieusement Cournot, on invitait 
le greffier a no ter, apr^s chaque jugement, Fopinion de chacun 
des juges, pour appliquer, quand les chilfres sont nombreux, la 
formule qui donne leur merite, la perspicacity de chacun etant 
controlee par celle de ses deux collegues, le juge le mieux note de 
France serait celui qui, sans discuter ni reflechir, voterait toujours 
comme son prysident : s’il faut en croire la formule, un tel juge 
ne se trompe jamais. 
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GALGUL DES PROBABILITES. 


Ni Cournot ni Poisson n’ont commis la plus petite faute comme 
geometres; ils tradiiisent rigoureusement leurs hypotheses. Mais 
les hypotheses n’ont pas le moindre rapport avec la situation d’un 
accuse devant les juges. 

Ils ont apergu les differences et croien t, en les signalant, acquerir 
le droit de ne pas en tenir compte. 

Poisson, qui, comme Condorcet, a consacre a la theorie des 
jugements iin volume entier rempli des plus savants calculs, croit 
altenuerles objections qu’il ne pouvait manquer d’apercevoir, en 
alterant, dans ses enonces, la signification dii mot coupable. On 
rendrait, dit-il, le langage plus exact en substituant le mot con- 
damnable, qui est toiite Ja verite, aii mot coupable qui avait 
hesoin d’explications et qiie nous continuerons d’employer pour 
nous conformer a Pusage. 

L’innocent, accable sous des indices trompeurs ou victime de 
machinations trop liabiles pour qu’aucun juge puisse les soup- 
Qonner, est un accuse condamnabLe- Poisson, se conformer 
d Vusage^ le classe parmi les coupables. L’erreur unanime des 
juges devient alors une preuve de sagacite dont I’algebre leur tient 
compte en evaluant leur merite avec son infaillible precision. 
Dans cette suite de calculs steriles, qui resteront, comme I’a dit 
justement Stuart Mill, le scandale des Matbematiques, Condorcet 
seal a donne un sage conseil : celui de choisir pour composer les 
assemblees des hommes veritablement ecLaires* 



TABLE. 
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TABLE 

DES 

VALEURS DE L’INTEGRALE 

0 (^) = — r dt . 


t 

0. 

t . 

0. 


0. 

0,00.... 

0,0000000 

0 , 27 ... 

. 0,2974182 

0 , 54 ... 

0,5549393 

0,01.... 

0,0112833 

0 , 28 ... 

. 0,3078800 

0 , 5 S... 

0,5633233 

0,02.... 

0,0225644 

0 , 29 ... 

. 0,3182834 

0 , 56 ... 

0,5716167 

0 , 03 .... 

o,o 3384 io 

0 , 30 ... 

. 0,3286267 

0 , 57 ... 

0,5798158 

0 , 04 .... 

o,o 45 i 109 

0 , 31 ... 

. 0,3389081 

0 , 58 ... 

0,6879229 

0 , 05 .... 

0,0063718 

0 , 32 ... 

. 0,3491309 

0 , 59 ... 

0,6969365 

0 , 06 .... 

0,0676210 

0,33 .. 

. 0,3592785 

0 , 60 ... 

o, 6 o 3856 i 

0 , 07 .... 

0,0788677 

0 , 34 ... 

. 0,3693644 

0 , 61 .. 

0,61 16812 

0 , 08 .... 

0,0900781 

0,35... 

. 0,3793819 

0,62 .. 

o, 6 i‘ 94 it 4 

0 , 09 .... 

0,1012806 

0 , 36 ... 

. 0,3893296 

0 , 63 ... 

0,6270463 

0,10.... 

0, 1124630 

0 , 37 ... 

. 0,3992059 

0 , 64 ... 

0,6345857 

0,11.... 

0, 1236230 

0 , 38 ... 

. 0,4090093 

0 , 65 ... 

0,6420292 

0,12.... 

0,1347584 

0 , 39 ... 

. 0,4187386 

0,66... 

0,6493765 

0 , 13 .... 

o,i 45867 [ 

0 , 40 ... 

. o, 4 '-i 83922 

0 , 67 . . 

0,6666275 

0 , 14 .... 

0, 1669470 

0 , 41 . . 

. 0,4379690 

0,68... 

0,6687820 

0 , 15 .. .. 

0,1679969 

0 , 42 ... 

. 0,4474076 

0 , 69 ... 

0,6708899 

0 , 16 .... 

0,1790117 

0 , 43 ... 

. 0,4568867 

0 , 70 ... 

0,6778010 

0 , 17 .... 

0,1899923 

0 , 44 ... 

. 0,4662261 

0 , 71 ... 

0,6846654 

0 , 18 .... 

0,2009357 

0 , 45 ... 

. 0,4764818 

0 , 72 ... 

0,6914330 

0 , 19 .... 

0,21 i 83 g 8 

0 , 46 ... 

, 0,4846555 

0 , 73 ... 

0,6981088 

0,20.... 

0,2227026 

0 , 47 ... 

. 0,4937452 

0 , 74 ... 

0,7046780 

0,21.... 

0 ,2330218 

0 , 48 ... 

. 0,6027498 

0 , 75 .. . 

0,7111556 

0,22.... 

0,244^^953 

0 , 49 ... 

. o, 5 ii 6683 

0,76 . . 

0,7175367 

0 , 23 .... 

0 , 2550225 

0 , 50 ... 

. 0,5204999 

0 , 77 ... 

0,7238216 

0 , 24 .... 

0,2667000 

0 , 51 ... 

. 0,6292437 

0,78 .. 

0,7800104 

0 , 25 .... 

0,2763263 

0 , 52 ... 

, 0,5378987 

0 , 79 ... 

0,7861035 

0 , 26 .... 

0,2868997 

0 , 53 ... 

. 0,5464641 

0 , 80 .. . 

0,7421010 
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0 

0 , 81 ... 

. 0,7480033 

0,8-2... 

. 0,7538108 

0 , 83 ... 

. 0,7590238 

0 , 84 ... 

. 0,7651427 

0,8o... 

, 0,7706680 

0,86... 

. 0,7761002 

0 , 87 ... 

. 0,7814398 

0,88... 

. 0,7866873 

0 , 89 ... 

. 0,7918432 

0 , 90 ... 

. 0,7969082 

0 , 91 ... 

. 0,8018828 

0 , 9 - 2 ... 

. 0,8067677 

0 , 93 ... 

, 0, 8 i i 5635 

0 , 94 ... 

. 0,81 627 I 0 

0 , 9 o. . . 

. 0,8208908 

0 , 96 ... 

0,8204236 

0 , 97 ... 

. 0,8298703 

0 , 98 ... 

. 0, 8342315 

0 , 99 ... 

. o, 8385 o 8 i 

1,00... 

. 0,84^7008 

1,01... 

. o, 8468 io 5 

1,02... 

. o, 85 o 838 o 

1 , 03 ... 

. 0,8547842 

1 , 04 ... 

0,8586499 

1 , 06 ... 

. 0,8624360 

1 , 06 ..-. 

. 0,8661435 

1 , 07 ... 

■ 0,8697732 

1 , 08 ... 

. 0,8733261 

1 , 09 ... 

. 0,8768080 

1,10.... 

0,8802000 

1,11.... 

0 , 8835330 

1,12.... 

0,8867879 

1 , 13 .... 

0,8899707 

1 , 14 . .. 

0,8980823 

1 , 15 .... 

0,8961288 

1 , 16 .... 

0,8990962 

1 , 17 ..., 

0,9020004 

1 , 18 .... 

0,9048874 

1 , 19 .... 

0,9076083 

1,20.... 

o, 9 io 3 i 4 o 

1,21.... 

0,9129555 

1,22..,. 

0,9155339 

1 , 23 ..., 

0,9180001 

1 , 24 .... 

o,g 2 o 5 o 52 


CALCUL DBS PROBABILITES. 


t . 0 


1 , 25 . . 

. 0,9229001 

1 , 26 ... 

0,9202359 

1,27 .. 

0,9276136 

1 , 28 ... 

0,9297342 

1,29 .. 

o, 93 r 8987 

1 , 30 ... 

0,9340080 

1 , 31 ... 

0 ,9360682 

1 , 32 ... 

0,9880602 

1 , 33 ... 

0,9400 I 5 o 

1 , 34 ... 

0,9419187 

1 , 35 ... 

0 ,9437622 

1 , 36 .... 

0 , 94556 x 4 

1 , 37 .... 

0,9478124 

1 , 38 .... 

0,9490x60 

1 , 39 .... 

0,9606733 

1 , 40 .... 

0,9522801 

1 , 41 .... 

0,9538024 

1 , 42 .... 

0,9553762 

1 , 43 .. .. 

0,9568673 

1 , 44 .... 

0,9582/66 

1 , 45 .... 

0,959^950 

1 , 46 .... 

0,9610535 

1 , 47 .... 

0,9628729 

1 , 48 .... 

0 , 963654 1 

1 , 49 .... 

0,9^48979 

1 , 50 .... 

0,9661002 

1 , 51 .... 

0,9672768 

1 , 52 ,... 

0,968 }x 35 

1 , 53 .... 

0,9696162 

1 , 54 .... 

0,9700867 

1 , 55 .... 

0,9716227 

1 , 56 .... 

0,9726281 

1 , 57 ..,. 

0,9786026 

1 , 58 .... 

0,9743470 

1 , 59 .... 

0,9754620 

1 , 60 .... 

0,9763484 

1 , 61 . .. 

0,9772069 

1 , 62 . .. 

0,9780881 

1 , 63 .... 

0,97884*^9 

1 , 64 ..,. 

0,9796218 

1 , 65 ..-. 

0,9808766 

1,66.... 

0,9811049 

1 , 67 .... 

0,9818104 

1,68.... 

0,9824928 


t . 

0. 

1 , 69 .., 

. . 0,983x626 

1 , 70 ... 

. . 0,9887904 

1 , 71 ... 

, . 0,9844070 

1 , 72 .. , 

, . 0,9860028 

1,73 .. 

. 0,9855786 

1 , 74 . . 

. 0,9861346 

1 , 75 ... 

. 0,9866717 

1 , 76 ... 

. 0,9871908 

1 , 77 . . 

. 0,9876910 

1 , 78 .. 

00 

00 

o' 

1,79 .. 

. 0,9886406 

1 , 80 ... 

. 0,9890906 

1 , 81 . . 

. 0,9896245 

1 , 82 ... 

0,9899431 

1 , 83 . . 

. 0,9903467 

1 , 84 ... 

• 0,9907359 

1 , 85 . . 

. 0,9911110 

1,86... 

. 0 , 99 i 47 '-i 5 

1 , 87 ... 

. 0,9918207 

06 

00 

. 0,9921562 

1,89 .. 

• o, 99‘^4793 

1 , 90 ... 

• 0,9927904 

1 , 91 ... 

. 0,9980899 

1,92 .. 

. 0,9933782 

1 , 93 ... 

. 0,9986557 

1 , 94 ... 

. 0,9989226 

1 , 95 ... 

• 0,9941794 

1,96 .. 

. 0,9944263 

1 , 97 ... 

• 0,9946687 

1 , 98 .. 

' 0,9948920 

1 , 99 ... 

. 0,9951114 

2,00. 

. 0,9953223 

2,01! . 

. 0,9955248 

2,02.... 

0,9967195 

2 , 03 ..,. 

0,9969063 

2 , 04 .... 

0,9960858 

2 , 05 .. . 

0,9962581 

2 , 06 ,... 

0,9964235 

2 , 07 .... 

0,9965822 

2 , 08 .. . 

0,9967344 

2 , 09 .... 

0,9968800 

2,10.... 

0,9970205 

2,11.... 

0,9971548 

2,12.... 

0,9972886 
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u 0 . 

2.13 0,9974070 

2.14 0,9975253 

2.15 0,9976386 

2 . 16 .. .. 0,997747a 

2 . 17 .. . 0,9978011 

2.18 0,9979005 

2.19 0,9980459 

2.20. . . . 0,9981872 

2.21 0,9982244 

2.22 0,9988079 

2 . 23 .. .. 0,9988878 

2,24 0,9984642 

2,2s. .. 0,9980873 

2 . 26 .. .. 0,9986071 

2,27 0,9986789 

2 . 28 .. .. 0,9987877 

2,29 0,9987986 

2 . 30 .. .. 0,9988568 

2.31 0,9989124 

2.32 0,9989655 

2.33 0,9990162 

2.34 0,9990646 

2,33 0,9991107 

2.36 0,9991548 

2.37 0,9991968 

2.38 0,9992869 

2.39 0,9992751 

2.40 0,9998115 

2.41 0,9998462 

2.42 0,9998798 

2.43 o, 9991108 

2.44 0,99^4408 

2.45 0,9994694 

2.46 0,9994966 

2.47 0,9998226 

2.48 0,9995472 

2.49 0,9995707 

2.50 0,9990980 

2.51 0,9996143 

2.52 0,9996345 

2. . 33 0,9996537 

2,54 0,9996720 

2 , 5,3 0,9996898 

2,56 0,9997008 


t . 

e. 

2 , 57 .. 

0,9997215 

2 , 58 .. 

0.9997864 

2 , 59 .. 

0,9997005 

2 , 60 .. 

0,9997640 

2 , 61 .. 

0,9997767 

2 , 62 .. 

0,9997888 

2 , 63 .. 

0,9998008 

2 , 64 .. 

0,9998112 

2 , 65 .. 

0,9998210 

2,66.. 

0,9998818 

2 , 67 .. 

0,9998406 

2,68.. 

0,9998494 

2 , 69 .. 

0,9998078 

2 , 70 .. 

0,9998657 

2 , 71 .. 

0,9998782 

2 , 72 . . 

0,9998808 

2 ’, 73 .. 

0,9998870 

2 , 74 .. 

0,9998988 

2 , 75 .. 

0,9998994 

2 , 76 .. 

0,999905 1 

2 , 77 .. 

0,9999100 

2 , 78 .. 

0,9999106 

2 , 79 .. 

0,9999204 

2 , 80 .. 

0,9999230 

2 , 81 .. 

0,9999298 

2 , 82 ,. 

0,9999334 

2 , 83 .. 

0,9999872 

2 , 84 .. 

0,9999409 

2 , 85 .. 

0,9999443 

2,86,. 

0,9999476 

2 , 87 .. 

0,9999507 

2,88.. 

0,9999086 

2 , 89 .. 

0,9999068 

2 , 90 .. 

0,9999589 

2 , 9 J .. 

0,9999618 

2 , 92 .. 

0,9999686 

2 , 93 .. 

0 10999658 

2 , 94 .. 

0,9999679 

2 , 95 .. 

0,9999698 

2 , 96 .. 

0 , 99997 >6 

2 , 97 .. 

0,9999733 

2 , 98 .. 

0,9999750 

2 , 99 .. 

0,9999765 

3 , 00 .. 

0,9999779 


t . 

0 . 

3 , 01 .... 

0,9999793 

3 , 02 .. .. 

059999^00 

3 , 03 .... 

0,9999817 

3 , 04 .... 

0,99998^9 

3 , 05 .... 

0,9999839 

3 , 06 .... 

0,9999849 

3 , 07 .... 

0,9999839 

3 , 08 ..,. 

0,9999867 

3 , 09 .... 

0,9999876 

3 , 10 .... 

0.9999884 

3 , 11 .- .. 

0,9999891 

3 ,d 2 .... 

0,9999898 

3 , 13 .... 

0,9999904 

3,14 ... 

0,9999910 

3 , 15 .... 

0,99999 ‘6 

3 , 16 .... 

0 , 99999*^1 

3 , 17 .... 

0 , 99999 

3 , 18 .... 

0 , 99999^1 

3 , 19 .... 

0,9999936 

3 , 20 .. . 

0 , 99999-10 

3 , 21 . .. 

0,9999944 

3 , 22 .... 

o, 9999!:47 

3 , 23 .... 

0, 999995 t 

3 , 24 .... 

0,9999954 

3,25 ... 

0,9999957 

3 , 26 .... 

0,9999960 

3 , 27 .... 

0,9999962 

3 , 28 .... 

0,9999965 

3 , 29 .... 

0,9999967 

3 , 30 .... 

o, 999&969 

3 , 31 .... 

0, 999997 ‘ 

3 , 32 .... 

0,9999973 

3,33 ... 

0,9999975 

3 , 34 .... 

0,9999977 

3 , 35 .... 

0,9999978 

3 , 36 .... 

0,9999980 

3 , 37 .... 

0,9999981 

3 , 38 .... 

0,9999982 

3,39 . . 

0,9999984 

3 , 40 .... 

0,9999985 

3 , 41 .... 

0,9999986 

3,42 ... 

0,9999987 

3 , 43 .... 

0,9999988 

3 , 44 .... 

0,9999989 
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t . 

0 . 

3 , 45 .. 

• 0,9999989 

3 , 46 . 

• 0,99999900780 

3 , 47 .. 

• o, 9999!)907672 

3 , 48 .. 

• 0,99999914101 

3 , 49 .. 

• 0,99999920097 

3 , 50 .. 

• 0,99999925691 

3 , 51 .. 

• 0,99999930905 

3 , 52 .. 

• 0,99999935766 

3 , 53 .. 

• 0,99999940296 

3 , 54 .. 

• 0.99999944519 

3 , 55 .. 

• 0,99999948452 

3 , 56 . 

■ 0,99999952115 

3 , 57 .. 

• 0,99999955527 

3 , 58 .. 

• 0,99999958703 

3 , 59 .. 

• 0,99999961661 

3,60 . 

• 0,99999964414 

3 , 61 .. 

• 0,99999966975 

3 , 62 .. 

• 0,99999969358 

3 , 63 .. 

• 0,99999971574 

3 , 64 .. 

• 0,99999973636 

3,60.. 

• 0,99999975551 

3 , 66 .. 

• 0,99999977333 


CALCUL DBS PROBABILITES. 

t. e. 

3 . 67 .. . 0,99999978990 

3 . 68 .. . 0,99999980528 

3 . 69 .. . 0,99999981957 

3 . 70 .. . 0,99999983285 

3 . 71 .. . 0,99999984517 

3 . 72 .. . 0,99999985663 

3 . 73 .. . 0,99999986726 
3 , 74 . . 0,99999987712 

3 . 73 .. . 0,99999988629 

3 . 76 .. . 0,99999989477 

3 . 77 .. . 0,99999990265 

3 . 78 .. . 0,99999990995 

3 . 79 .. . 0,99999991672 

3 . 80 .. . 0,99999992200 

3 . 81 .. . 0,99999992881 

3 . 82 .. . 0,99999993421 

3 . 83 .. . 0,99999998921 

3 . 84 .. . 0,99999994383 

3 . 83 .. . 0,99999994812 

3 . 86 .. . 0,99999995208 

3 . 87 .. . 0,99999995575 


t . 0. 

3.88.. . 0,99999995915 
3,89 .. 0,99999996230 

3 . 90 .. . 0,99999996522 

3 . 91 .. . 0,99999996790 

3 . 92 .. . 0,99999997089 

3 . 93 .. . 0,99999997260 

3 . 94 .. . 0,99999997482 

3 . 93 .. . 0,99999997678 

3 . 96 .. . 0,99999997860 

3 . 97 .. . 0,99999998028 

3 . 98 .. . 0,99999998183 

3 . 99 .. . 0,99999998827 

4 . 00 . .. 0,99999998459 

4 . 10 .. . 0,99999999330 

4 . 20 .. . 0,99999999714 

4 . 30 .. . 0,99999999880 

4 . 40 .. . 0,99999999951 

4 . 30 .. . 0,99999999981 

4 . 60 .. . 0,99999999992 

4 . 70 .. . 0,99999999997 

4 . 80 .. . 0,99999999999 


FIN. 
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